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Corrigés des TD du chapitre 15

Exercice 1

Comme X () estfini, G, est définie sur R, et pour tout e R :

Gx(t)zip(xzk)ﬂ—fk Loy Z w ¢ %{f(k Dt + Z 2n+1-k)t* }
k=2 n

k=2 n’ k=n+2 k=n+2

{Zktk+l+t i(n k)tk“} {Zktk+l+t Z(n k)tk“}
{(1 t )Zktk”+nt (Zt"“ﬂ {(1 "M f (t)+nt"( y t"“ﬂ

avec f(t)= Zt etpour re R\{l} , f(r )— r tf(t)— n+ ;ff-:l)t +1,d0nc
R PN L el G h 0 ) s (e ol S S N (el 0 L ; ney_
GX(t)—n2 {(l t")t 1 +nt (r l_tﬂ . [nt (n+Dt" +1+nt"(1 t)].

Alors, apres simplifications, on obtient pour tout 7€ R\{1} :

GX(t)ziz(l_tn)t

n* (1-1)?°

Pour t€ R\{1}, on peut écrire :

Et la formule reste vraie pour ¢ =1.

Comme G, est polynomiale, elle est deux fois dérivable sur R et pour tout re R :

GX'(t)zé(iktk—lj(itkj et G,"(== l:(Zkt“] +(Zn:k(k—l)t"‘2j(nt"ﬂ.
o\ k=1 k=1 k=2 k=1

On a alors GX'(I)—— (Zk}—rﬁl et:

2
n k=1

GX"(l)zni (ij +n(2k(k 1))}%{(:}]2%(;1{2—Zkﬂ

2 (n(n+l)j2+n(n(n+l)(2n+l)_n(n+l)j _(n+)(Tn-1)
2 6 2 - 6

Avec E(X)=G,'(1) et V(X)=G,"()+G,'(1)~G,'(1)*, on obtient :

n®—1

E(X)=n+1 et V(X)=
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Exercice 2

L’expression de la fonction génératrice d’une variable aléatoire X suivant une loi uniforme sur [[2, Zn]] est :

2n 2n 1
G,()=) P(X =kt =) ——¢
() Z (X =k) ;2,1_2“

Soit :

Gy ()=

2n— lzt

Soient X, et X, deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans [1,n]. On a alors :
G =Gy Gy,

X +X,

Comme X, et X, suivent la méme loi de probabilité, ona G, =G, , donc pour tout € R :

Gy (D=(Gy (1)) = (Z P(X, = k)t"j .

Ceci permet de conclure que toutes les racines de G sont au moins doubles.

X +X,

. . . 1 &
Or, si X, + X, suit une loi uniforme sur [2,2n], ona Gy ,, (1) ZZ—Zt" , donc :

L=
2n-2
Gy.y,(D=0 & z: =0 & r@-DD.1*=0avect#l & "' -1)=0 avecr#l.
k=2 k=0

Comme n>2,ona 2n—1>3, donc X*" ' —1 admet au moins une racine et toutes ses racines sont simples (ce

sont les racines (2n—1)*" de 1’unité). Ainsi, toutes les racines de G hormis 0, sont simples. D apres ce

X +X,?
qui précede, ceci est absurde et ainsi :

X, + X, ne peut suivre une loi uniforme sur [2,2n].

Exercice 3

zN : n_—x 1 oo n_ —x
1) Remarquons déja que quel que soit ne N, ona x"¢ " = o (—zj, donc I x"e *dx converge , pour tout
x a

+ o0
’ . o +oo n _—x . S e Lsoen +oo n _—x
réel a. Ainsi, u, = L x"e “dx est bien défini. De plus, on a déja vu que _[( x"e “dx=n!
)
Pour tout ne N,ona:

}\,k n k
< A —k
P(X <n)= §P(X k)= ;06 T

Or, la formule de Taylor avec reste intégrale a 1’ordre n appliquée a la fonction exponentielle (qui est C™ sur

R ) entre O et A donne :
LA a1
A t
e —Z—k!+j0—e d

k=0 n!
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Et en posant x=A—¢ dans I’intégrale, on obtient :

)\‘k A —X n—x
ex—zk' x " dx Z—+ I dx

On'
k k
N 1 teo _ A 1
= —+—e}‘(j x"e " dx— .[ x" Xd) —+ "(n!-u, ——+e* 1——u
i k! n! 0 A k! = k!
n k 1
Donc 2—=ex—un et ainsi :
= k! n!

P(X Sn)ziun
n!

2) Sipour ne N,onpose A =(X <n),ona A CA, et UneN A, = Q. Par continuité croissante, on a alors :

n+l1

lim iu lim P(X <n)= lim P(A,)= P(J _.A)=P©)=1.

n—+o p | n—>+oo

Donc :

n—>+oo

3) Comme X suit une loi de Poisson .7 (1), ona G, (t)=€"*", donc :

G,()=1 et G, (-I)=e**

4) Si B est I’évenement « X prend une valeur paire », on a :

P(B)= S P(X =k).

k=0
k pair

Or, pour tout réel ¢, G, (1) = z P(X =k)t*, donc :

GX(1)+GX(—1):§P(X =k)+§P(X =k)(-D* :ip(x :k)[1+(—1)k]=2§ P(X =k).
Ainsi :
G,(D+G, (-1
; :

P(B) =

Donc :

-2A

. . 1+
La probabilité que X prenne une valeur paire est

5) Si B' estI’évenement « X prend une valeur divisible par 4 », on a :

P(B") = i P(X =k).

k=0, 4lk
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Et:
G,()+G,(-D)+G,(i)+G, (- i):iP(X =k)++iP(X =k)(-D* +§P(X =k)i* +§P(X =k)(=i)*
k=0 k=0 k=0 k=0

=§P(X =k 1+(= 1 +i* +(—i)k]:4§P(X =k)

Donc :
P(B") = Gy(D+G, (~D+G, () +G, (i) 1+e P+ ™M+ 1™ e (e +e™™)
4 4 4 '

Et finalement :

l+e 2 +2e " cosh
4

La probabilité que X prenne une valeur divisible par 4 est

6) Appelons C I’événement « XY est un entier pair ».

Comme X (Q)=N et Y(Q)={1;2}, XY est toujours entier et :

C=«Xestpair»ou « Yestpair»=Bou (Y =2) = Bu(Y =2).
On a donc :
P(C)=P(BU(Y:Z)):P(B)+P(Y=2)—P(Bm(Y:2)).

Et comme X et Y sont indépendantes, on a P(BN (Y =2))=P(B)P(Y =2). Ainsi :

I+ 1 14?1 34
P(C)=P(B)+P(Y =2)-P(B)P(Y =2)= +—— —= .
(C)=P(B)+P( )—P(B)P( ) 5 5 > 5 2
Finalement :
7Y
La probabilité pour que XY soit un entier pair est
Exercice 4

1) 7, donne le rang d’apparition du premier succes lors d’une succession d’épreuves de Bernoulli
indépendantes et de méme loi, donc :

T, suit une loi géométrique de parametre p.

Son espérance est alors :

E(T)=—
p

2) Pourtout n,ke N",ona;
P(T,=nT,=n+k)=P(T,=n)P,_, (T, =n+k).
Or, I’expérience est répétée de maniere indépendante, donc si le premier succes a lieu au rang n, le succes

suivant peut étre vu comme le premier succes a partie de la (n+1)"™ répétition de I’expérience, donc son

rang suivra (comme X) une loi géométrique de parametre p. Ainsi, [}Tl:n) (T, =n+k)=(1- ) p etdonc:

P(T,=nT,=n+k)=1-p)"" p(l—p)'p.
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Soit, pour tout n,ke N" :

P(T,=nT,=n+k)=(1-p)*?p’

3) Pourtout ke N telque k>2,0na:

b

-1

P(T,=k)= 3 P(T=iT,=k)= 3 (= p) " p’ = (k=DA=p)' .

i=1

Il
—_

Remarquons que P (7, =1)=0, ce qui est compatible avec la formule ci-dessus.

Ainsi, pour tout ke N* :

P(T,=k)=(k-D(1-p) 7 p

On a alors :

G, (1)= ZP (T, = k)" —Z(k D(A=-p) 2 pit = p > (k-D[A-px] " = p* Y k[a-px] .

Soit G, ()= p** f'((1- p)t) avec f(x)= x* :%_
k=0 -
La série enticre f est définie et de classe C~ sur |—1,1[, avec f'(x)= Z kxt ' = (1 ! =
k=1 X

Donc G, est définie sur } —% %{ et:

) .. - 1 1
La fonction GT2 est définie et de classe C™ sur } - { et:

I-p 1-p
GTZ'(t):L3 GTZ"(t) 2p ZM_
(1—(1—p)t) (1 (1- p)t)
Ona E(TZ):GTZ'(D:LS,soit:
(1-a-p))
ET)==
p
Et:
V(T,)=G,")+G,'()-G, (1) =2p ZM —iz.
(1-(1- p)) P p
Soit :

2~ p)

V(T,)=
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4)

5)

Pour tous n,me N, onaP (T, =n,T, =m)=(1-p)" 7 p* et:
P(T,=nT,=)P(T,=m)=p(1—p)"' x(m=-1)p*(1-p)" > =(m-1)p*(1-p)""> #P(X =n,Y =m).

Ainsi :

Les variables 7, et 7, ne sont pas indépendantes.

-ieme

Pour je N, introduisions la variable aléatoire X, qui vaut 1 sila j° épreuve est un succes et 0 sinon.

Comme les épreuves sont indépendantes, les X . le sont aussi et pour tout je N, P(X ;= 1) =p.
La variable aléatoire X, +...+ X, donne alors le nombre de succes lors des j premicres €preuves.

En notant (7:1 = oo) I’évenement « on obtient strictement moins de 7 succes », on a :

T.(Q)={ke N\k=n}U{e}.
Et pour tout ke N tel que k>n,ona:
(T, =k)=(X,+..+ X, =n-1)N(X, =1).

Les X, étant indépendantes, le lemme des coalitions permet d’affirmer que X, +..+X,, et X, sont

indépendantes, donc :
P(T,Z =l<): P(X1 +..+X, :n—l)P(Xk :1).

Toujours grace a I'indépendance des X ;, on a pour tout 7€ R :

G (1)=G, (0%..XGy_(1).

X+ X
Comme pour tout je N, G, (t)=1- p+ pt, on obtient :

k-1

-1 .
GX1+,,,+inl(t):( p+pt :Z( ] j(l p)k - tj _ZP X + +Xk 1 ]) J.

J j=0

k-

Avec 0<n—-1<k-1,onobtient P(X,+..+X, ,=n—1)= ( |
n-

j(l p)"p"" etavec P(X,=1)=p,on

obtient, pour tout ke N tel que k>n :

k-1 ‘o
r(r, =027 o=

Remarquons que :

& (k-1
ZP(T,1=/€)=Z(”_J(I— ) "—p"Z( ](l p)kh
" 1 2)(1— k=(n=1) _ (n-1)
(l’l 1)'kzn:1k><(k exk—n+2)A=p) (n— ])'f ( )
avec f(x):gxk — et FOV(x) = (( xl)) donc I;P (T, =k)= (nlinl)!(”p—nl)!zl et ainsi :

+00

P(T,=)=1-Y P(T, =k)=0.

k=n
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Ainsi :

P(T, =) =0, ’évenement (T, =oo) est quasi impossible.

n

6) Avec P(T, =o0)=0 et des calculs similaires a ceux de la question précédente, on a pour tout € [-1,1] :

+ o0

= k —
GT”(t):ZP(Tn:k)tk:Z(n ](1 p) " p'tt tZ( ](1 pit) " p"

k=n k=n

(n-1) )= p't" (n—D!
Ozlwf O

Soit pour tout 7€ [—1,1] :

(_pt Y
qﬂﬂ_&fa—pﬁj

La fonction G, est définie et deux fois dérivable sur R\{%} et comme p#0, % #1. Ainsi, G, est
' -P p

deux fois dérivable en 1, donc 7, admet une espérance et une variance.

G =ap TP
(1-(1-p)x) " (== p)

n+2

Pour tout re R\ {—

}, G, '(t)=np" , donc, G, '(1) =%

et G,"() =n 220D gy

ET)=2 et V(T) =n1_2p
p

Exercice 5

1) Posons q=%e 10,1[ . On a pour tout t€ [-1,1],0ona gte |-1,1] et:
+

+ o0 en + oo " 1
G,t)=) P(Z=n)t"= —t"=a) (qt) =a )
Z_: Z? (1+96) Z:(; 1—qt
On doit avoir G,(1) =1, soit a%zl et ainsi :
—-q
l-q

a=1- et G,it—>—=.
q z g1

) ) n 1 - o
2) Le rayon de convergence de la série entiere Z(qt) et —>1, donc G, estde classe C™ en 1. Ainsi, Z
q

admet une espérance et une variance données par :

q .
(1-g)’

E2)=G =1 V(Z)=G,"()+G, (-G, (1)’ =
-q

Comme X et Y sont a valeurs dans N, elles sont positivesetona 0< X <Z.
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3)

4)

Comme Z admet une espérance, X (et donc ¥) en admet une aussi. Comme X et Y suivent la méme loi, on a
par linéarité de 1’espérance :

E(Z)=E(X)+E(Y)=2E(X) =1L :
—-q
Ainsi, X admet une espérance et :

q
E(X)=
0 2(1-q)

On a vu que Z admet une variance, donc Z 2 admet une espérance. Comme 0< X <Z,ona 0< X 2<7% et
donc X admet une espérance, ce qui permet de conclure que X (et donc Y) admet une variance.

Comme X et Y sont indépendantes, on a :

V(Z)=V(X)+V(¥)=2V(X)=—1—.
(1-9)

Ainsi, X admet une variance et :

q
V(X)=—2™1
0 2(1-¢)’

Ona G, =G,,, =G,G, =(G,)" car Xet Y sont indépendantes et de méme loi.
Or, pour tout 7€ [0,1], G, (1) 20 (et G,() 20), donc G, (1) =+/G,(t) , soit :
1

Gx<t>=\/g=ﬂ(l‘qt)_z J_( Z fﬂ---kj )j
S N 5 G O

Ainsi, G, (t)=)_P(X =n)t" :21/1—61(2") (%j t" et donc, par unicité du développement en série

n=0 h

entiere, on a pour tout ne N :

On a alors :
— ! —g — — _%: q
B0 =G =3 =q(1-q) > =30
. . v 3¢ S g q q
V(X)=G,")+G,'D)-G, ')’ ==L fI-q(1-q) 2 + — - .
(X0 =G W+ G =G " == ~I=a(1=a) >+ =30
Ainsi :

Les résultats des deux questions précédentes sont bien vérifiés.
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Exercice 6

1) Onapourtout ne N ettout rte R, 0<P(X >n)<1 donc 0<

Or, si |t| <1, la série géométrique Z|t|" "| converge.

Ainsi, pour tout e |—1,1[, la série ZP(X >n)t" est absolument convergente donc convergente et ainsi :

La série enticre Z P(X >n)t" aunrayon de convergence au moins égal a 1.

2) Soient Ne N etre]-1,1[.Ona:

iP(X >n)t" :i[l—P(X <n)|t" =it" —iP(X <n)t" =it" —i(ZP(X =k)jt"

=

L RRrchr _Zt _Z(P(X k)zt Zif”—i(})(x:k»kl?ﬁj

Donc :

N+l N

N N N
Y PX>m"=>1" —LZP(X — 1 + =Y P(X = k).
n=0 n=0 1-1:% 1-1:%

N+l N
Avec ZP(X k)y=1,ona hm (t ZP(X :k)jzo et, quand N — + oo, on obtient :
_t k=

k=0
fP(X >n)t" =§t" —Lip(x =k)t*.
=0 =0 1-1:%

Soit :

1-G, (1)

HO==—7,

3) Si X admet une espérance finie, alors G, est dérivable a gauche en 1 et E(X)=G,'(1).

On admet que si G, est dérivable a gauche en 1, alors X admet une espérance finie et E(X)=G,'(1).

Ainsi, X admet une espérance finie si et seulement si G,, est dérivable a gauche en 1 et, dans ce cas :
E(X)=G,'(1).

G,(1)-1

Or, on a pour tout te |-1,1[, H(t)= , donc G, est dérivable a gauche en 1 si et seulement si H

admet une limite a gauche en 1 et dans ce cas, lim H(¢) =G, '(1).
t—>1

Ainsi :

X admet une espérance finie si et seulement si H admet une
limite a gauche en 1 et dans ce cas, E(X)=lim H(?).
t—=>1"
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Exercice 7

1) Pour une suite réelle (a, )neN, il existe une variable aléatoire X a valeurs dans N telle que pour tout ne N,
+oo
P(X =n)=a, sietseulement sila suite (a,) . est positive, la série Y a, convergeet » a, =1.
n=0

Avec a, =jn+1f(t)dt ,on apourtout Ne N :

S, =["rwar.

n=0

+o0
e Si fest positive, on a bien a, =20 pour tout ne N et si f est intégrable sur R, avec I . f@®)dt=1,

. N+l . +oo L. I
lim j f(t)dt existe et vaut J f(t)dt =1, donc la série Zan converge avec Zan =1.
N—>+xd0 0 =0

+ o0
. . s . . N
e Réciproquement, si la série Zan converge avec Zan =1, alors lim .[ . f@®dt=1.
N =+
n=0

Supposons qu’il existe ae R, tel que f(a)<0. Comme f est décroissante, on a alors pour tout

xe[o,+e[, f(x)< f(a) et donc pour tout entier N >a. :
jONf(t)dz:jo"‘f(t)dt+j:f(z)dtsj:‘f(t)dﬁj:f(oc)dt:j:f(t)dz+f(oc)(N—oc).

Et f(a) <0 entraine que Nlim J-ON f(@)dt =—oco : absurde. Donc, pour tout xe R,, f(x)=0 et fest

positive. On a alors pour tout xe R, :
|_xJ x LxJ+1
jo f(r)dtsjo f(r)dtsjo f(dt.

Et comme lim [ f(ydi= tim [ f@ydr= tim [ f@ydi=1. le théoreme de des gendarmes
permet de conclure que lim .[ ; f@)dt=1.
Ainsi, f est positive et intégrable sur R, avec '[ Om f@®dt=1.

Finalement :

Il existe une variable aléatoire X sur un espace probabilisé (Q, A, P), a valeurs

n+l
dans N telle que pour tout ne N, P(X =n) =I f(t)dt si et seulement si la

+o0
fonction f est positive et intégrable sur R, avec I . f@®)de=1.

2) Avec la positivité de f, donc de ¢+ ¢ f(¢) sur R, , on montre comme dans la question précédente pour f

N
que 7> 1 f(t) estintégrable sur R, si et seulement si la suite ( .[ . ! f (t)dt) converge.
NeN

Par ailleurs, X est d’espérance finie si et seulement si la série de terme général nP(X =n) converge.

Or, pour tout ne N et pour tout 7€ [n,n+1], ona nf () <tf ()< (n+1)f(t), donc:

n [T rod< " ip@di <" rayar.
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3)

Alors, pour tout Ne N :

S roa<y [ irod<y mn[" foar.

n=0

Soit :
> nP(X =n) stN”tf(z)dt < ﬁ:nP(X =n)+j0N+lf(t)dz *)

N
Comme la suite ( .[ . f(@) dt) converge et la série de terme général nP(X =n) est & termes positifs, la
NeN

double égalité ci-dessus permet d’affirmer que la série de terme général nP(X =n) converge si et si la

N
suite (IO tf(t) dt) converge et ainsi :
NeN

La variable X admet une espérance finie si et seulement si 7 ¢ f () est intégrable sur R, .

+oo

En cas de convergence, on peut passer a la limite quand N — 4+ o dans (*). Avec E(X)= ZnP(X = n)
n=0

et o (t)dt =1, ceci donne :
Jo 1

E(X) SJ-(:mtf(t)dtSE(X)+1

La variable X admet une variance finie si et seulement si X* admet une espérance finie, donc si et
seulement si la série de terme général n’P (X = n) converge.

Avec le méme raisonnement que dans la question précédente, on obtient pour tout Ne N :

S n?P(X =n) SION+1t2f(t)dtSi(n+1)zP(X —n)  (*%)

Et i(nﬂ)zp(x =n)=in2P(X =n)+2inP(X :n)+iP(X =n).

Comme pour tout ne N, nP(X =n)<n’P(X =n), la convergence de la série anP(X =n) entraine

celle de ZnP(X =n), donc, comme dans la question précédente, la double inégalité (**) permet

N
d’affirmer que anP(X =n) converge si et seulement si la suite ( I . £ (1) dt) converge, donc si et
NeN

. 2 . L . o e e,
seulement si ¢ > ¢~ f(¢) estintégrable sur R, (comme dans la question 1 avec la positivité de f).

Finalement :

La variable X admet une variance finie si et seulement si ¢ > ¢* £(¢) est intégrable sur R, .

En cas de convergence, on peut passer a la limite quand N — + oo dans (**), ce qui donne :
E(XZ)Sj;mtzf(t)dts E(X?)+2E(X)+1.

Avec la formule de Koenig-Huygens, on obtient :

VOO <[ TP F@d <V X)+(E(X)+1)’




PSI* 12

A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AN AN AN AN AN
A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AN A A A A AN AN A AN AN A A A A AN AN AN AN AN AN AN

Exercice 8

0
A, A, —e?

1) Pour tout ne N, X, suit une loi de Poisson de parametre A, , donc P(X, =0)=e¢"

P(X,#20)=1-P(X,=0)=1-¢" ~ A,.

n
n—>+oo

Or, 27»” est une série convergente a termes positifs, donc par comparaison :

La série ZP(X , #0) converge.

2) Posons A, =] (X, #0). Pour tout ne N, ona A, =(X,#0)UA

n+l?

donc A, C A et par continuité

décroissante, on a :

P(ﬂneN* Uan (Xk * 0)) - P(ﬂneN* A" ) - nliIPw P(A") ’
Or, la série ZP(X , #0) converge, donc par sous-additivité :

0<P@A)=P(.. (X, ¢0))S§P(Xk #0).

+ o0
Comme la série ZP(X , #0) converge, son reste ZP(X , #0) tend vers 0 quand n tend vers Iinfini et, par le
k=n

théoréeme des gendarmes, on obtient lim P(A ) =0 et finalement, on a bien :

P(ﬂneN* Uan(Xk * 0)) =0

3) Comme les variables X suivent des lois de Poisson, elles sont toutes a valeurs dans N .

n

Pour tout we 2, la suite (X . (m))neN* est donc une suite d’entiers naturels.

Pour que la série ZX ,(®) converge, il faut au moins que la suite (X L() )neN* soit de limite nulle. Or, toute
. . o R . . I .5 .
suite d’entiers de limite nulle est nulle a partir d’un certain rang (car |X . (co)| SE a partir d’un certain rang).

Ainsi, pour que la série z X, (w) converge, il faut que la suite (X, (©)) soit nulle & partir d’un certain rang.

neN"
Réciproquement, si tel est le cas, la série converge (la suite des sommes partielles est stationnaire).
Ainsi :

La série Z X ,(w) converge si et seulement si (X ; (co)) . est nulle a partir d’un certain rang.

neN

Ainsi, on cherche la probabilité qu’il existe ne N tel que (X, =0) pour tout k >n, autrement dit, il existe

ne N tel que I’événement ﬂm(X . =0) se réalise. On cherche donc la probabilité de ﬂm( X,=0) ou

..,(X,=0) ou...ou (), (X,=0) ou ..., autrement dit P(UneN*ﬂan(Xk :O)).
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Or:

UneN* ﬂan (Xk - O) - ﬂneN* ﬂan(Xk - O) = ﬂneN* Uan(Xk - 0) - ﬂneN* Uan (Xk * 0) )

Ainsi :

P(UneN*ﬂan(Xk :O))ZI_P(UneN*ﬂan(Xk :0)):1_P(ﬂneN*Uk2n(Xk 7&0)):1'

Finalement, la probabilité que la série z X, converge est 1, donc :

La série z X, est presque slirement convergente.

4) Posons pour tout ne N, p, =P(Y =n) et q, = P(Z=n).On apour tout 7€ [0,1] :

G,()—-Gy()=Y PY=m)"=)Y P(Z=n)t"=) pt" =Y q1".
n=0 n=0 n=0 n=0
Soit :

G, (-G, ()= (p,—g)t" .

Par ailleurs, Y et Z sont deux variables aléatoires a valeurs dans N, donc :

P(Y:Z):iP(Y:n,Z:n).

n=0
Et:
+ oo + oo
. > p,—D>.PY=nZ=n)
PY#Z)=P(Y=2)=1-P(Y=2Z)=1-) P(Y =n,Z=n)=1"" "'
=0 an—ZP(an,Zzn)
n=0 n=0
Soit :

P(Y;tZ):i[pn—P(Y:n,Z:n)]:i[qn—P(Y:n,Z:n)].

n=0 n=0

Comme pour tout ne N, (Y=nZ=n)c(Z=n)et Y =n,Z=n)c(Y=n),ona:
e PY=nZ=n)<p, , donc —[qn—P(Y:n,Z:n)]Spn—qn ;
e PY=nZ=n)<gq,.donc p,—q <p —PY=n7Z=n).
Alors, pour tout f€ [0,1] et pour tout ne N :
—[qn—P(an,Zzn)]t” <(p,—g)t" S[pn—P(Y:n,Zzn)]t".
Or, g —PY=n,Z=n)20, p —PY =nZ=n)20et 0<¢" <1, donc:

[pn—P(an,Zzn)]t" <p,—-PY=nZ=n)
-lg,—PY =n,Z=n)]<-[q,-P¥ =n,Z =n)]t"

D’ol, pour tout 7€ [0,1] et pour tout ne N :

—[qn—P(an,Z:n)]S(p,Z —g )" <p —PXY=nZ=n).
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Et en sommant sur 7, on obtient pour tout 7€ [0,1] :
—P(Y £Z)<G,(t)-G, (1) S P(Y #Z).

Et ainsi, pour tout € [0,1] :

G, (-G, ()|<PY £2)

5) Pour tout ne N', posons S, = X, +...+ X, .

On peut alors appliquer le résultat précédenta S, et X , ce qui donne pour tout ne N et tout r€ [0,1] :

G, ()-GO <P(S, #X) (1)

k=1 k=1 k=n+1

L’événement (S, # X) se récrit (ZXk ;tZij:( z X, ;tOJ.

+ o0
Or, comme les X, sont a valeurs dans N, on a, pour we Q, z X, (@) #0 si et seulement si I'un des X, ()

k=n+1
ne s’annule pas, donc (S, # X) =( > X, # Oj =, . (X, #0).
k=n+1 -

Or, on a vu plus haut que lim P(U (X, ;tO)):O,donc:

n—+oo k=n

lim P(S, #X)=0.

n—>+oo

Avec (1), le théoreme des gendarmes permet alors de conclure que pour tout ¢ e [0,1] :

lim G (1)=G,(t).

Or, les variables X, ..., X, sont indépendantes et suivent des lois de Poisson de paramétres respectifs A, ..., A

n

donc S, = X, +...4+ X, suit une loi de Poisson de parameétre A, +...+A .
+ oo
Alors, Gy 1t eM™ 0D et avec A= ZM ,on a pour tout 7€ [0,1] :

n=1

lim G, (t)=¢€""™".

n—>+oo

Ainsi, pour tout r€[0,1], G,(t)=¢""", donc la série génératrice de X est celle de la loi de Poisson de

paramétre A, donc :

+o0 +oo
X =) X, suit une loi de Poisson de parametre A=A, .

n=1 n=1




PSI* 15

Exercice 9

1) Par définition, X est de type 2 s’il existe un entier re [[0,1]] tel que pour tout ke N tel que k—r ne soit
pas un multiple de 2, on a P(X =k)=0, autrement dit, si P(X =2k+1)=0 pour tout ke N (r=0) ou
P(X =2k)=0 pour tout ke N (r=1).

e Dans le premier cas, Gy :1+> Y P(X =2k)r* est paire, donc G, (-1)=G, (1) =1.

k=0

e Dans le second cas, G, : 1> ZP(X =2k +1)**" est impaire, donc G, (—1)=-G,(1)=—1.
k=0

Donc, si X est de type 2, on a |GX (- 1)| =1
Réciproquement, supposons que |GX (- 1)| =1. On a a nouveau deux cas.

e SiG,(-D)=1=G,(1),onaalors:
Gy()-Gy (== P(X =k)=-Y. P(X =k)(=D" = P(X =k)(1-(=1D") =2 P(X =2k+1)=0.
k=0 k=0 k=0 k=0
Et comme PP(X =2k+1)>0 pour tout ke N, ceci implique P(X =2k+1)=0 pour tout ke N,
donc que X est de type 2 avec r=0.
e SiG,(-D)=1=G,(1),onaalors:

+ oo + 0o

GX(1)+GX(—1)=§P(X =k)+Y P(X =k)(-D} =§P(X =k)(1+(-D")=2> P(X =2k)=0.

k=0 k=0 k=0 k=0
Et comme P(X =2k)2>0 pour tout ke N, ceci implique P(X =2k)=0 pour tout ke N, donc
que X est de type 2 avec r=1.

Finalement, on a bien :

X est de type 2 équivaut a |G, (—D)|=1.

2km

2) Soit me N'.Ona G, (ef“""):ip(x =k)e ™ .
k=0

Comme la série ZP (X =k) converge, ZP (X =k)e™™™ est absolument convergente, donc on peut

réordonner les termes :

‘ el +oo i2(qm+r)1't m—1 iﬂ + 00 m=1 i%
G, (e’z""”)z P(X=0m+r)e ™ = (e "y P(X =Qm+r)j=ZS,e "
r=0 Q=0 r=0 0=0 r=0

avec pour tout re [O,m—l]], S, =ZP(X =0m+r)20.
0-0

=)

Alors :

GX (eiZTL/m)

2 _— m—1 im m—1 —im m—=1 m—1 im
=G, (") G, (e”“"")z[ZS,e " j(ZSqe " ]=ZZS,Sqe "

r=0 ¢g=0

+oo m—1
Bt G,(D=1=) P(X=k)=)_S,, donc:
k=0 r=0

Gy (1) = (Z SJ(Z sq] $8ss,
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Ainsi, on a |G, (eiz"'m) =1=G, (1) siet seulement si :
. . 2
‘GX (ezZﬂ',/m) :1 P ‘GX (ezZﬂ',/m) — G (1)2
m—1 m—1 2(”‘1)75 m—1 m—1
e > S,Sqe S,S,
r=0 ¢g=0 r=0 ¢g=0
m—1 m—1 2(”—‘1)75
& S,S,e " -1)=0
r=0 ¢g=0
i2(r—q)11: i2(r—q)1t
e > 8Se m -D+ > SS( " -D=0
0<r<g<m-1 0<g<r<m-1
2(r q)m i2(q—r)11:
& Y S5Se " —D+SS " -D)=0
0<r<g<m-1
‘,2(r—q)n _l,Z(q—r)TL
e >SS " +e " -2)=0
0<r<g<m-1
& z Squ(ZCOS(Mj—2j=O
0<r<g<m-1 m
s -2 Y% S,Sq(l—cos(mnzO
0<r<g<m-1 m
s Y 58,25’ ((r ‘1)“) 2 Y s.S, sin ( - r)nj 0
0<r<g<m-1 0<r<g<m-1 m

Or, tous les termes de la somme sont positifs, donc :

Gy (e"")=1 & Vrgqe[0,m-1], r<q, S, sinz(wjzo.
m
Or,si r,qe [[O, m—l]] avec r<g,ona O<M<n donc sin ((q )nj #0 etainsi :
m m
Gy (e"")=1 & Vrgqe[0,m-1], r<q, S,S,=0.
m—1
Ceci équivaut au fait qu’au plus 'un des S, est non nul, mais comme Z S, =1, ils ne sont pas tous nuls et
r=0
ainsi :
Gy (7)) =1 & 3refo,m-1], s, #0.
Or, pour g€ |IO , m—l]] , comme les probabilités sont toutes positives, ona S, = Z P(X=0m+q)=0 siet
0=0

seulement si P(X =Qm+q)=0 pour tout Q€ N. Ainsi :

GX (eiZn/m )

=1 o EI!re[[O,m—l]],‘v’qe[[O,m—l]], VY Q0eN, P(X=Qm+q):0,

Ceci revient a dire que :

=1.

GX (ei21t/m )

X est de type m équivaut a
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3)

4)

5)

On vient de voir si X est de type m, avec me N, alors il existe un unique re |IO , m—l]] tel que S, #0 et

donc tel que pour tout k€ N tel que k —r ne soit pas un multiple de m, ona P(X =k)=0. Ainsi :

Si r existe (c’est-a-dire si X est de type m avec me N'), alors il est unique.

Comme X et Y sont indépendantes, on a G

i2n/m
GX+Y (6 )

Or, quelles que soit la VAD X et quel que soit me N, la série Y P(X =k)e™™" est absolument

=G,G, . Alors :

X+Y

=1 & |G, (")G, (") = =1.

GX (eiZn/m )

Gy (eiZn/m )

convergente, donc on peut écrire :

GX(eiz"/’")—i P(X =k) P i P(X =k ez’];n—iP(sz):l.
k=0 k=0 k=0
Donc, OS‘GX (¢”") <1 et de méme OS‘G (") <1. Alors :
Gy (e”")||G, (¢™™") =1 & |G, (e™™") =|G, (e”™")|=1.
Ainsi :
Gy (7)) =1 & |Gy (”")|=|G, (") =1.

Et d’apres la question 2, ceci veut dire que :

X +Y estde type m si et seulement si X et Y le sont.

Pour tout k€ N tel que m ne divise pas k—r(X), autrement dit tel que le reste de la division euclidienne
de k par m n’est pas r(X), alors P(X =k)=0, donc pour tout e [-1,1] :

Gx(t)=§P(X =k)t* :EP(X =gm+r(X))t™ro =t’(X)+iP(X =gm+r(X))t™.

k=0 q=0 q=0
De méme, G, (1) =t""Y P(Y =gm+r(Y))1" et Gy, () =1"*""> P(Y =gm+r(X +Y))1"" .
q=0 q=0

Or:

Gy, 1)=G, ()G, (t) = (t’““fp(x =qgm+ r(X))(t'”)q](t’miP(Y =qgm+ r(Y))(t’”)q]

q=0 q=0

- tr<X>+f<Y>+zTiP(X =gm+r(X))P(Y =gm+ r(Y))}(f'”)q

4=0| =0
q
En posant o, ={ZP(X =qm+r(X))P(Y=qm+r(Y))} et B, =P(Y=gm+r(X+Y)) pour tout ge N,
=0

on a pour tout f€ [—1,1] :

+oo0 +oo0

_ m+r(X)+r(Y) _ m+r(X+Y)
G,y (1) =D 0 g7 =" g pamtr (),

q=0 q=0
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En posant N =|r(X)+r(Y)—r(X +Y)

, on obtient pour tout te [-1,1] :

o "N =N Bt quand r(X)+r(Y)—r(X+Y)=0
q /
=0

q=0

ou

Do ™= Bt quand r(X)+r¥)-r(X +Y)<0

4=0 =0

Dans les deux cas, I'unicité du développement en série enticre implique alors que tous les entiers de la
forme km+ N avec ke N sont divisibles par m, autrement dit que N est divisible par m.

Ainsi, (X +Y)—(r(X)+r(Y)) estdivisible par m, ce qui prouve que :

r(X+Y)=r(X)+r¥) (modm)




