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Corrigés des TD du chapitre 7

Exercice 1

1) En effectuant C; - C;—C, pour tout je [l,n—1] :
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Et en développant par rapport a la premiere colonne :

@ 1 0 - 0

2) Onfixe xe R.

En développant par rapport a la premiere colonne, on obtient pour tout n>?2 :

1 0 0 0 1 0 0 0
| X2 x 1 : , X 1 ' Co
D,(x)=xD, ,(x)-=| x'/3! X /2! o +=| ¥ X200 x 0 0
2! : . 3! : . .
: : x 1 : : . o1
XM= X" (n=2)! - xM20 x| XM= X" (n=2)! - x20 x|
1 0 0 -0
. X 1 0 :
n+1x 2 . .
—.+(C=D" — x/2! X w0
n! . .
: 10
X n=2)0 e X210 x 1|

En développant chacun des déterminants (n—1)Xx(n—1) obtenus par rapport a la premiere ligne plusieurs fois
de suite si nécessaire, on obtient, en posant D,(x)=1:

xz x3 n " n+l x” N k+1 xk
Dn(x)—an_l(x)—EDn_Z(x)+§Dn_3(x)—...+(—1) (n—l)!Dl(x)+(_1) zDO(x)—kZ:}(—l) HDn_k(x).
On a de plus :
X 1 0
x 1] ¥ 5 x’
D,(x)=1 D (x)=x D,(x)=| , =— D,(x)=[x/2! x 1|=—.
x/20 x| 2! ) s ) 3!
X3 x7/2) x

n

. X .
On conjecture alors que pour tout ne N, D (x)= —- On le prouve par récurrence forte sur n.
n.

La propriété est vraie au rang n=0.
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k
Pour ne N', supposons la propriété vraie jusqu’a un rang n—1. On a alors pour tout k€ [0,n—1], D, (x) = %

Vl—

(n—k)!

- k+1x_k :n — k+1xk - e
Dn(x)—z(—l) k!Dn—k(x) Z::( D k! (n _k)v kz:‘( D k‘(n k)!

=——Z( j(—l)k— { Z( j(—l)ﬂ:z—:[l—(—lﬂ)"]:—

(par hypothese de récurrence), soit pour tout k€ [L,n], D,_, (x) = (car n—ke[0,n—1])et:

n

k=0
La propriété est donc vraie au rang n.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire donc vraie pour tout ne N.

Finalement, on obtient pour tout xe R et ne N

D, (x)="-
n!

Exercice 2

On a toujours :
e ABe M, (K) avec InAB cImA donc rg(AB) < rg(A)<min(n, p) ;
® PBAe MP(K) avec Im BA c Im B donc rg(BA) < rg(B) <min(n, p).
Comme n# p,onan<p ou p<n.
e Si p<n,ona min(n, p)=p donc rg(AB)< p<n : AB n’est pas inversible et det AB=0.
e Sin<p,ona min(n, p)=n donc rg(BA)<n< p : BA n’est pas inversible et det BA=0.

Ainsi, on a toujours :

det AB=0 ou det BA=0.

Exercice 3

Le déterminant d’une matrice est polynomial en chacun de ses coefficients, donc la fonction
f x> det(A+xB) est une fonction polyndomiale de R dans R . Elle est donc entre autres continue sur R .

Or, f(0)=detA#0 car A est inversible. Comme f est continue en 0, elle ne s’annule pas au voisinage de 0,
autrement dit, il existe un réel € >0 tel que pour tout xe[—¢, €], f(x)=det(A+xB)=#0, ce qui implique que
A+ xB est inversible. Ainsi :

Il existe un réel € >0 tel que pour tout xe [—¢€, €], A+xBe GL, (R).

Exercice 4

1) a. Ona:

A BY D 0,) (AD-BC BD™
c p)\-c p') \cp-pc 1 )
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Et comme C et D commutent, ona CD—-DC =0, , donc :

A B\ D 0, (AD-BC BD"'
cp)l-cp') | o 5 )

Alors :
A B D O AD-BC BD™'
det " | [=det =det(AD - BC)xdet I, =det(AD - BC).
C D\-C D 0, I,
Et:
A B\ D O, A B D 0, .
det | [=det X det _, |=detM xXdet Dxdet(D ") =detM .
C D\-C D C D -C D
Ainsi :

detM =det(AD-BC)

b. Posons f(x)=det(D(x))=det(D+xl,).La fonction f est polynomiale en x.
Ona f(0)=detD =0 (car D n’est pas inversible), donc 0 est racine de f.

Si fadmet au moins une autre racine réelle (autre que 0), I’ensemble R = {z eR, f(2)= 0} est non vide et fini,

donc on peut poser o= min{|z ,ZE R}. Si f n’admet pas de autre racine réelle autre que 0, on peut prendre
oe Ri quelconque. Dans les deux cas, On a alors, pour tout xe ]—o,a[\{0}, f(x)#0.

Ainsi :

Il existe bien un réel o >0 tel que pour tout xe ]— o, a[\{0}, det(D(x)) #0.

c. D’apres ce qui précede, on a pour tout xe ]— o, a[\{0}, det(D(x)) # 0, donc D(x) est inversible.

Or, si C et D commutent, C et D(x) commutent aussi pour tout réel x (C et I, commutent). Alors, d’apres la
question a., on a, pour tout xe |—o,a[\{0} :

A B

det = det(AD(x)—BC).
C D(x)

Or, les deux déterminants ci-dessus sont des fonctions polynomiales en x, donc continues en O et ainsi :

A B A B , A B :
det( ] = det( ] =lim {det( H =lim | det (AD(x)— BC) | = det (AD(0) - BC).
C D C D(0)) =x—o0 C D(x) x50

Soit :

detM =det(AD-BC)

2) a. Comme A et B commutent, on peut utiliser la question précédente :

A B 2 2 2
detN=det| ~ =det(A> - B(- B))=det(A* + B*).
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Posons Z=A+iBe M, (C). La matrice Z étant la matrice dont les coefficients sont les conjugués de ceux de

Z,ona Z=A—iB (car A et B sont deux matrices a coefficients réels).

De plus, I’expression du déterminant d’une matrice étant polynomiale en ses coefficients, on a det Z =det Z .
Alors :

det(ZZ) = (det Z)(det Z) = (det Z)(det Z) = |det Z|" 20,
Or, comme A et B commutent, on a :

ZZ =(A+iB)(A—iB)=A’—i(AB-BA)+ B> = A’ +B".

Ainsi :

det N =det(A*+B*)>0

b. On peut écrire :

A B A B A B
det N =det = det . __|=det]| . i .
-B A Lj+n*[[L/+u]]+iL/ —B+iA A+iB i(A+iB) A+iB

Jje|l.n

Comme i(A+iB) et A+iB commutent, on peut utiliser la question 1 :
det N =det(A(A+iB)—B[i(A+iB)]) = det((A—iB)(A+iB))
=det(A~iB)det(A+iB)=det(A+iB)det(A+iB) =[det(A+iB) 20

Ainsi, mé€me si A et B ne commutent pas :

det N >0

3) Ona:

~—
1l

|
|

=
CUEN
>
:“o
| ~
RQ
~
=
~
—~
[\°)
N’

(xlp AJ (— I, A
B I )\0,, —xI,
Alors, avec (1), on a :

xI, A -1 0, AB—xI, 6 —xA
det| * x det PPt = det ! =det(AB—xI )xdet(— xI )
B I, B —xl, 0,, —xI, ’ ‘

q.p

0
Or, det(—xlq):(—x)q et det( Bp _;’;szet(—Ip)xdet(—xlq):(—l)”x(—x)q,donc:

I, A
det(AB—xI,)x(~ x)’ =det(xB" Iqjx(—l)”x(—x)q.

De méme avec (2), on obtient :

A
det(BA—qu)x(— x)" = det(x;p Iq]x(— D x(—x)?.
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Et ainsi :

(- x)* det(AB—xI )= (- x)" det(BA-xI,)

4) Considérons deux cas.

1“ cas: a=0

0 bA
Alors, detM = det( 1’:‘ dAj et on effectue L, <> L, pour tout i€ [1,n].
c

Chaque interversion multiplie le déterminant par — 1 et ainsi, on obtient :

cA dA
det M =(—1)" det .
0, bA

Avec le déterminant par blocs :
det M = (—1)" det(cA)det(bA) = (—1)"c" xdet Axb" xdet A = (— bc)" (det A)*.
Etavec a=0,o0na detB=—bc, donc :
det M = (det B)"(det A)*.

2 cas: a#0

+n

On effectue L,, <> L, ——L pour tout ie [1.7], ce qui donne :
a

aA bA
det M =det c .
0, |[d——0b|A
a

Alors, a nouveau avec le déterminant par blocs :
det M = det(aA)det((d —Ebj Aj =a’ xdetAx(d —ﬁbj xdet A= (ad —cb)" (det A)’.
a a
Soit, a nouveau :
det M = (det B)"(det A).

Donc, dans tous les cas :

det M = (det B)"(det A)*

Exercice 5

Posons :

P(X)=1a, - a'" a' a'" - a/
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En développant par rapport a la premiere ligne, on justifie facilement que P est un polyndéme (en X), de degré au
plus n.

Le coefficient de X" est, au signe pres, un déterminant de Vandermonde :

1 al alk a1k+1 . aln—l
1 a - ak ak+1 an—l
(G o * =D (@ ayna) = (D" T (a,—a)#0
I<i<j<n
1 a - ak ak+1 an—l

Donc, P est de degré n.

De plus, pour tout /e [[l,n]], on a P(a,)=0 (car c’est le déterminant d’une matrice possédant deux lignes

identiques). Comme les a, sont deux a deux distincts, ce sont les n racines simples de P et ainsi :

PX)=1"T] (q, —a)H(X a,).

I<i<j<n

Dans le développement par rapport a la premiére ligne, le coefficient de X* est :

1 k-1 k+1 n
al al al al
1 a a k-1 a k+1 v a n
k+2 k
=D ’ o P=EDRA,
k-1 k+1 n
1 a a a a

Or,si P(X)=0, X" +..+0a, X" +...+ 0, X +0, (avec P scindé, de racines les a,),on a:

—k
o, =-D"a, Z a.a..a, .

1<) <y <..<i,_, <n

Ainsi :
k n—k n
ED A =EDEY I @-a) X aaa
I<i<j<n 1<y <@y <..<i,_ <n
Soit :
= H (aj_ai) z ailai2”'ain—k
I<i<j<n 1<i) <ip<..<i,_; <n

Exercice 6

P
1) Soit Qe GL,(K) telle que A=QDQ~". Pour tout P=) a,X*e C[X], on aalors :
k=0

P(A)= ZakAk Zak@DQ )—ZakQD o' —Q(Zak ] '=Q(P(D))Q".

k=0

Or, D=diag(A,,...,\,), donc:

P(D) = iaka = iakdiag (?uf, s A ) =diag (i al\, ... Zakkkj diag (P(\,), ..., P(A,)) = iP(?ui)Ei,i
k=0 k=0 k=0 i=1

.ieéme

oll E;; estla matrice de la base canonique de M, (K) dans laquelle le 1 est le ™ coefficient diagonal.
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Alors :
P(A)= Q(Z P(?»i)E,»,,»jQ‘l =2 POV)QE Q"

Et, en posant A, =QFE, Q"' pour tout i€ [1,n] (qui ne dépend pas de P), on obtient :

Pour tout Pe K[X], P(A):iP(ki)A.

i=1

2) Soit ie[l,n]. On veut montrer que A =QE, Q' est un polyndme en A, autrement dit qu’il existe
P e C[X] tel que:

A=P(A) & QE.0'=0(P(D)Q"' & PMD)=E, & Vke[lLn],BA)=8,.

Comme les A, sont deux a deux distincts, il suffit de prendre pour P, le polyndme interpolateur de Lagrange

associé aux A, et d,, . Ainsi :

Pour tout i€ [[1,n], il existe bien un polyndme P e C[X] tel que A = P(A).

Exercice 7

Remarquons que comme la famille ( f;, f,, ..., f,) contient n fonctions, rg(f,, f,,..., f,) =n si et seulement la
famille est libre. On veut donc prouver que :

(fis fovos £) estlibre & 3(x,x,,.,x ) R"\ det[(fj(xi))lﬁyjsj £0.
Soit par contraposée :

(Foforos £,) estliée & Y (x,%,,..,x)eR", det[(fj(xi))lu }:o.
<i,j<n

Par ailleurs, pour fixer les idées, notons que :
L) L) - ()

e[ (r,0),,,, || PG

<i,j<n

ﬁ('xn) fZ('xn) f;l('xn) n
(=) On suppose que la famille ( Sis frsees fn) est liée, donc il existe A, A,,...,A, € R non tous nuls tels que

Mfi+Af,+...+A, f, =0, soit pour tout réel x :
A F () +Afo (1) 4o+ A f () =0.
Soit (x,, x,,..., x,)€ R". On a alors pour tout je& [Ln], A, f,(x)+A,fo(x)+...+ ], f,(x,)=0.

Donc :
Si(x) fr(x) S (x)
A fl(:xz) +A, fz(:xz) +...+A, f"(:xz) =0.
fi(x,) fr(x,) f.(x)

Autrement dit, les colonnes de la matrice ( f j(xi)) sont liées et donc det[( f].(xl.))1 N } =0.
E <i,j<n

I<i, j<n
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(&) On procéde par récurrence sur ne N .
e Pour n=1, onapourtout xe R, det[(fl(x))] = f,(x)=0,donc f, =0, et (f,) estliée.
®  On suppose la propriété vraie a un rang n.

SOit (f;y fos s fos fun) POUT tOUE (X;, Xy, .y X, X, ) € R™, det[(fl.(xj))

fl(-xl) fz(xl) fn(-xl) fn+1(-x1)
fl(-xz) fz(-xz) fn(-xz) fn+1(-x2)

JzO, soit :

I<i, j<n+1

L) A - f(0) fia(x,)
L) LG o f(00) fua (X)) el

Sila famille ( f,, f,, ..., f,) estliée, alors (f;, fasees fos foy) QUSSI

Supposons que la famille (f, f,,..., f,) est libre. Alors, par hypothése de récurrence, il existe

L) fo(x) - f(x)
) :|: fl(-xz) fz(xz) fn(xz)

I<i, j<n

(X5 Xy, .., X, )€ R" tel que det[(fj(xi) 20

L) () - ()],
Par hypothese, on a pour tout xe R :

L) L) - f,(0) fa(xn)
fl(xz) fz(xz) fn(xz) fn+1(x2)

£ fH) o 5 fuax,)
[ A o [0 fn ]

En développant par rapport a la derniére ligne, on obtient :

L) () - fa(x) L) fL(x) - f(x)
f () fi(5) - fn+l:('x2) +"'+(_1)n+l+n+1fn+l(x) fl(xz) fz(:xz) fn(:x2)

(=D fi(x) =0.

L6 fi(x) - fua(x)], Lix) L) - fi(x)],

Ainsi, si on note A, le coefficient de f,(x) (indépendant de x) dans la relation ci-dessus, on a :

VxeR Mfi)+..+A , f,(x)=0 & Afi+..+A [ =0g.

I<i, j<n

Comme A, ,, = det [(fj(xl.)) }t 0, les A, ne sont pas tous nuls, et ainsi, la famille (f,, fy, ..., fos forr)
est liée. La propriété est donc vraie au rang n+1.
Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N .

Ainsi, on a bien :

rg(fi fores £.) =0 & (fis forws f,) estlibre & 3(x, Xy )€ R"\det[(fj(xi))ISianJ;tO
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Corrigés des TD du chapitre 7

Exercice 8

Exercice classique (qui revient souvent a l’oral).

. . 7’ 7 z *
1) Tel qu’indiqué, procédons par récurrence forte sur ne N .

Pour n=1, la seule matrice nilpotente de M, (K) est (0) qui commute avec toute matrice A=(a) de

M, (K) et on aimmédiatement det(A+ B) =det(A+0,) =det A. La propriété est vraie au rang n=1.
Supposons la propriété vraie jusqu’a un rang n—le N,

Soient A,Be M, (K) telles que AB = BA et B est nilpotente : il existe g€ N tel que B! =0, .

Soit Ae C une valeur propre de A et p = dimker(A—Mn)e [[l,n]] (dans C"). Il existe alors Pe GL, (C)

telle que :
Mo A
-1 _ " P
P AP—A—[0 Aj.

n—-p,p 1

On a alors :

A
detA:detA'zdet(O ’ ::zjzdet(klp)xdet(Al).
1

n=p,p

Remarquons de plus que A' est la matrice de I’endomorphisme canoniquement associé a A dans une base
B dont les p premiers vecteurs forment une base de ker(A—Al,).

Comme AB=BA,si X eker(A-\l,),ona:
A(BX)= ABX = BAX = B(AX) = ABX .
Donc, BX € ker(A—Al,).

On en conclut que ker(A—Al,) est stable par B, donc la matrice de 1’endomorphisme canoniquement
associé a B dans la base B est de la forme :

" -1 _ B3 BZ
B'=P BP—(O"M B |

det(A+B)=det(P'(A+B)P)=det(P"'AP+P 'BP)=det(A' +B)

M, A B. B M +B, A+B
— p 3 2 _ P 3 2
_de{(o Alj+(0_ Blﬂ_det( 0 A+B] :
n=p,p n=p,p n-p,p 1 1

=det(M, + B,)xdet (A, +B))

Alors :

De plus, avec le produit par blocs :

q
n—-p,p 1

B! C .
o B" =[ 3 2j= P7'B’P=0, donc B =0, et B/ =0, , : B, et B, sont nilpotentes ;
0 n P n—p 2
o A'B'=(P'AP)P'BP)=P '(AB)P = P '(BA)P = (P 'BP)(P"'AP)=B'A", soit :

2 A1, B M BN A
Onfp,p Al Orl—p,p Bl On—p,p AlBl On—p,p Bl Onfp,p Al Orl—p,p BIAI

Donc, A B, =BA,.
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Ainsi, si p<n, A,BeM, (K) avec 1<n—p<n-1, AB =BA et B, est nilpotente, donc on peut
utiliser I’hypothese de récurrence pour conclure que :

det(A +B) =detA,.
Si p=n,les matrices A, et B, n’existe pas et A est scalaire.

Par ailleurs, comme B =0,, le polyndbme X? est annulateur de B;, donc O est la seule valeur propre

(réelle ou complexe) de B,. Comme B, est trigonalisable dans M, (C), elle est semblable a une matrice de

la forme :
0 x -+ X%
00 . :
DX
00 -0
Alors :
A X e X
det(M +B)=det| ° * Pl =det(M).
P : Do . X P
0 0 --- A
Finalement :

det(A+B)=det (M, + By)xdet (A + B)) =det (M ,)xdet (A ) =det A.

La propriété est donc vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N'. Autrement dit, pour toutes
A,Be M (K) telles que AB = BA et B est nilpotente, on a bien :

det(A+B)=detA

2) Avec det(A+ B)=det A, cette question est immédiate :

A+BeGLn (K) < det(A+B)#0 & detA#0 & AeGLn/(K).

Ainsi :

A+ B est inversible si et seulement si A I’est.

Exercice 9

Posons P(x)=det(xA+B).

Tous les coefficients de xA+ B sont affines en x et det(xA+ B) est une combinaison linéaires de produits de

trois coefficients de xA+ B, donc P(x) est polyndmiale en x, de degré au plus 3.

Or, det B=det(A+B)=det(A—B)=(—1)’det(— A+ B)=0, donc — 1, 0 et 1 sont racines de P.

Ainsi, il existe ae R tel que :

P(x)=ax(x—D(x+D)=a(x’—x).
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De plus, pour tout xe R" :

P =%det(xA+B)=det(A+lBj.
X X

x3
On montre comme ci-dessus que 1’application 7 > det(A+B) est polynomiale donc continue sur R . Alors :

lim det(A+lBj=lirr3det(A+tB)=detA=O.

X +oo X
Or:
3
lim det(A+lBj: lim P(f) = lim a(x—3x): lim (a—izj=a.
X —>+o0 X Xt x X —>+oo X X —+oo X

Ainsi, a=0 et donc P(x)=0, soit :

Pour tout xe R, det(xA+B)=0.




