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Corrigés des TD du chapitre 8

Dans tout ce qui suit, sauf mention contraire, on note (e,,...,e,) la base canonique de K" .

Eléments propres

Exercice 1

Soit A€ R une éventuelle valeur propre de u et f un vecteur propre associé. On a alors pour tout x€ R :

u(HO =K & ﬁ SOfOd =2 () e [ R f@Odt= () f ().

Sion pose F(x)= .[OX h(t) f(t)dt, alors F(0)=0 et F est dérivable sur R et pour tout xe R :

u(fHxX)=Mx) & Fx)=AF'(x).
Distinguons alors deux cas.
e SiA=0,alors F=0,donc f =0, ce quiest absurde car fest un vecteur propre.
Donc, 0 n’est pas valeur propre de u.

) ) 1 =
e Si A#0, alors F et solution de y'=xy, donc F:x+> Ke* et F(0)=0 donne K =0, donc on a a

nouveau F =0, d’ou f =0, ce qui est absurde car f est un vecteur propre. Ainsi, tout A #0 n’est pas
valeur propre de u.

Finalement :

L’endomorphisme u# n’a pas d’élément propre.

Exercice 2

Soient (P,P,)e R, [X]* et (A,u)e R*.Ona:
f (MR +pP)) = (X" =) (AR +UP,)' = 2nX (AR +P,)
=(X*=D(AR'+uP,") = 2nX (AR +uP,)
=MX’=DR'+W(X* —DPB,"' = 2AnX P, = 2unX P, = M (R) +uf (P,)
Donc, f est linéaire. De plus :
e f(H)=-2nXeR,[X],car n=1,donc 2n=>2 ;
e pourtout ke[1,2n-1], f(X*)=(k-2n)X"" —kX"" e R, [X],car k<2n-1,donc k+1<2n ;
e f(X™=-2nX""eR,[X].
Ainsi, f(X")eR,,[X] pour tout k€ [0, 2n], et fest bien & images dans R, [X].

Finalement :

festun endomorphisme de R, [X].
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D’apres les calculs faits ci-dessus, deg f(X*)=k+1 pour tout ke [[O, 2n—1]] , donc pour tout Pe R, [X] tel
que deg P=ke[[0,2n—1], ona deg f(P)=k+1, donc f(P)#AP quel que soit Ae R.

La seul possibilité pour que Pe R, [X ], non nul, soit un vecteur propre de f est donc d’avoir deg P =2n.

Mais deg f(X*")=2n-1, donc pour tout polyndme P de degré 2n, deg f(P)<2n et donc f(P)# AP quel
que soit Ae R".

Ainsi, la seule valeur propre possible de fest 0.

Considérons alors un éventuel polynome P de degré 2n et tel que f(P)=(X>-1)P'-2nXP=0.

La fonction polynomiale x> P(x) est alors solution sur ] -1,1 [ de I’équation différentielle :

2nx
E): y'— =0.
(B): y'=—77

Les solutions de cette équation sur ] -1,1 [, sont les fonctions :

mKexp(j" 3m1dtj:KeXp(nln‘X2—1‘)=K(l—xz)"

avec KeR.

Ainsi, Pet K(1-X?)" coincident sur |—1,1[, donc P=K(1-X*)"e R, [X].
Réciproquement, on vérifie bien que f((1- X*)")=-n(2X)(X*-D(1-X*)""-2nX(1-X?)"=0.

Finalement :

La seule valeur propre de fest 0 et ker f =Vect ((1 - X2y ) .

Exercice 3

1) Soient (B,P)e C[X]* et (M,w)e C>. Pour i=1ou?2, la division euclidienne de BP, par A s’écrit
BP. =QA+R, avec Q,R € C[X] et degR <n.On aalors :

B(AP, +pP,) =ABP, +uBP, = MQA+R) +W(Q,A+R,) = (MQ, + Q) A+ AR, +UR, .
Et (R,R,)e C, ,[X]?,donc AR +uR, e C,_[X], ce qui donne :
deg(AR +UR,)<n.

Par unicité de la division euclidienne, AR, +UR, est donc le reste de la division euclidienne de B(AP, +WP,) par
A, ce qui prouve que f (AP +UP,)=Af(B)+Wf (P,) et donc que f est linéaire. Comme le reste d’une division

euclidienne de polyndmes est un polyndme, f est bien a images dans C[X ] et donc :

fest un endomorphisme de C[X].

2) Quand B=1, f(P) estle reste de la division euclidienne de P par A, donc deg f(P)<n et la division
euclidienne de f(P) par A s’écrit f(P)=0A+ f(P). Ainsi, f(f(P)) = f*(P)= f(P). Ceci étant vrai pour
tout Pe C[X],ona f*>= f.Comme fest linéaire :

fest un projecteur.
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Soit Pe C[X].
e Ona f(P)=P sietseulementsi deg P <n, autrement si et seulement si Pe C,_[X]. Ainsi :
Im f ={Pe CIX]\f(P)=P}=C,_ [X].

e Ona f(P)=0 sietseulement si P=AQ avec Qe C[X], autrement si et seulement si Pe A.C[X].
Ainsi :

ker f ={Pe CIXI\f(P)=0}= A.C[X].

Finalement :

festle projecteur sur C,_ [X] parallelementa A.C[X].

3) Remarquons déja que quel que soit B, A divise AB, donc f(A)=0 et comme A#0 (degA=0), ceci

prouve que :
0 est valeur propre de f.

Soit maintenant A€ C une éventuelle valeur propre non nulle de fet P # 0 un vecteur propre associé.

On pose BP = QA+ R la division euclidienne de BP par A (avec degR<n).Onadonc g(P)=R=AP et:
R=AP <& BR=ABP < BR=MQA+R) & (B-AR=MAQA.

Ainsi, A divise (B—A)R et comme degR<degA, A admet au moins racine o qui est racine de B—A,
autrement dit, A = B(o) ol o est une racine de A.

Réciproquement, soit o une racine de A. a est aussi racine de B— B(a.), donc il existe V,W e C[X] tels que
A=(X-a)V et B-B(o)=(X-o)W ,etona:
BV =(B—B())V +B()V =(X —a)WV + B(o)V =WA+ B(a)V
avec degV =degA—1<degA.Donc, f(V)=B(a)V etV #0, ce qui prouve que :
B(o) est valeur propre de f.

Finalement :

Les valeurs propres de f sont O et les B(o) ou o est racine de A.

Exercice 4

1) Il est clair que f'est a images dans E.

Soient u et u' deux suites de E et a et b deux réels. On pose v= f(u), v'=f(u') et V= f(au+bu').

On a alors pour tout ne N :

Z(auk+buk) a Zuk+b Z”k =av,+bv,'.

n+

Donc, V=av+bv', soit f(au+bu')=af (u)+bf (u') et ainsi, f est linéaire, ce qui finit de prouver que :

fest endomorphisme de E.
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2) Comme la suite u est un élément propre de f, elle n’est pas la suite nulle donc possede au moins un terme
non nul. Ceci revient a dire que ’ensemble {ne N\u, # 0} n’est pas vide.

Or, cet ensemble est une partie de N, donc il possede un plus petit élément. Ainsi :

p=min{ne N,u, #0} existe.

Si A est la valeur propre de fassociée au, si v= f(u), ona v=2Au, soit pour tout n€ N :

Comme p=min{ne N,u, #0}, ona u, =0 pour tout entier k < p . Alors :

v —Liu _ U =Au
TopHliS ¢ p+1” r
Et comme u, # 0, on obtient :
1
A=—
p+1

3) Soient pe N et me N
O (p+k +1
Sim=0,ona |77 || P12 P70,
o\ k 0 0

Sim=>1,ona:
+1+k n(p+1+k

S p+l+k+1
=1+ P
pr k+1

S p+l+k p+l+k <
=1+ + (a l'aide de la formule de Pascal)

=0 k k+1

“fp+l+k) = p+l+k
143 7 +>. P

k=0 k o\ k+1

+1+k n(p+k
P L j+1+2(pkj

Donc :
[p+l+mj_i(p+l+kj mz—i(p+1+kj_ (p+kj
m k=0 k k=0 k k=0 k .

Ainsi, on a bien pour tous p,me N :
Zm: ptk) (p+m+l
k=0 k - m
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1 . .
4)Onav=f(u)= 1u avec u, =0 pour tout entier k < p et pour tout me N :
p+

p+m p+m
1% l/t = u
pem p+m+1z p+m+12 e D+l “pom
Ceci donne :
p+m—1 + +1 +1 p+m—1
uk :& p+m _up+m = u/}+m :p— z uk
k=p p+1 m k=p
On a alors :
* u,,=(p+hu,;
_p+l (p+D(p+2) .
Uy = 9 (up+up+l) 9 u,:
p+l (p+D(p’ +5p+6) _(p+D(p+2(p+3) .
up+3 = 3 (up +up+1 +up+2) 6 p 6 up ’

On conjecture que pour tout me N :

:(p+1)(p+2)...(p+m)u :(p+m)!u _ p+m 4
Poopm! 7 m )"

p+m

m!

On prouve cette formule par récurrence forte sur m.

On vient de voir que cette formule est vraie pour m=1, m=2 et m=3 (dans sa version avec coefficient
binomial, elle I’est méme pour m =0).

Supposons alors qu’elle soit vraie jusqu’a un rang me N. On a alors :

p+1E pHIL p+1I(p+k pH1| & (ptk
up+m+l:—zuk:—zup+k = T k up:— ; k up'

m+1i= m+1 parHR. iy +1 475

Et, d’apres la question précédente :

. _pHl(p+m+l , Pl ptmiD! - (prm+D! p+m+l "
pemst T m P m+l mi(p+D)! " (m+Dip! 7 m+l )7

La formule est donc vérifiée au rang m+1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout me N, soit :

pt+m
u/}+m = m up

5) Pour tout pe N, notons a'”’ la suite nulle jusqu’au rang p et telle que pour tout entier n> p :
al” = S
n-p

1
" avec pe N avec E , =Vect(oc(”)).

p+l

Alors :

Les valeurs propres de f sont les
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Exercice 5

Appelons u I’endomorphisme de R® canoniquement associé a A.

Si Ae M,(R) admet exactement deux valeurs propres réelles distinctes, alors ’une est simple et 1’autre est
double (A ne peut admettre de valeur propre complexe non réelle, car ), est un polynome réel de degré 3).
Notons a et b les valeurs propres simple et double respectivement (alors ¥, = (X —a)(X —-b)?), et E, (A) le

sous-espace propre associé 3 A€ {a,b} . Rappelons que :
o dimE (A)=1;
o dimE,(A)e{l,2};
o E(A+E(A=E(ADE,(A).
Posons F =ker((A—bI3)2).
* Si XeE,(A)NF,ona AX =aX et (A-bl,)’ X =0, et:
A’X —2bAX +b’X =a’X —2baX +b’X =(a-b)’X =0.
Comme (a—b)*#0, on obtient X =0 et ainsi :

E,(A)NF ={0}.

e D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton :
X, (A) =(A—al,)(A-bL,) =(A-bL,) (A-al,)=0,.
Donc, Im(A—aI3)Cker(A—bI3)2 =F. D’apres le théoreme du rang, rg(A—al,)+E,(A)=3 et
comme dimE, (A)=1,ona rg(A—al,)=2, ce qui implique que : dimF >2.

Or, Ea(A)+F:Ea(A)(-BFCR3, donc dimE (A)+dimF =1+dimF <3,soit: dimF <2.

Ainsi :
dimF =2.

Finalement, E,(A)NF ={0} et dimE,(A)+dim F =3, donc :

E(A®F=R’.

Avec le lemme de décomposition des noyaux, cela aurait été beaucoup plus vite...
On ade plus, E,(A) c F et comme (A—bl, )2 est un polynome en A, F est stable par u.

Ainsi, si e, un vecteur non nul de E (A) et e, un vecteur non nul de E,(A), que I’on complete en une base

(e, e;) de F, la famille (e, e,, e;) est une base de R* et dans cette base :

M(elvezves)(u) =

S O 9
S O
= R O

Mais, alors Tr(A)=a+2b=a+b+p,donc B=>.

est semblable a A.

S O 2
o O
SO O

e Sia=0,alors M(e],ez’e%)(u)z
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e Sioa#0,posons e, =0de,.
La famille (e, ¢',, e;) est toujours une base de R*, e', € E,(A) donc u(e',)=be', et:

u(e;)=0oe, +be,=e',+be,.

Donc, M (81,6,2’63)(u) = est semblable 4 A.

S O Q
S SO
S = O

Finalement, nous avons établi que :

a 00
11 existe deux réels distincts a et b, et c€ {0,1} tels que A est semblablea | 0 b ¢
0 0°b
Exercice 6
1) Sionpose U=(1,1,..,)e R" et AU =(y,,y,,..., ¥,), onapour tout i e [[l,n]] :
v =Zai,j1=2ai,j =1.
j=1 j=1
Donc, AU =U et comme U # 0, on peut conclure que :
1 est valeur propre de A.
2) Soit X =(x,, x,, ..., x,)€ C" un vecteur propre associé a A. Posons ‘xp‘ = max(|xl X[ |, )

Comme X #0 (car c’est un vecteur propre), on a ‘xp‘ >0.0na AX =AX , donc Za X = 7\.xp et:

p.J7"J
J=1

n n n n
<lalxl=2a,, < a5 = 2a,, |x]=]
= ‘amHXJ‘ a, ;%= apj|*p a,i (% Xp

Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

kap‘ < ‘xp‘ et comme ‘xp‘ >0, ceci donne :

A,

n
= Za,,,jxj :

Ainsi,

<1

3) a. Soit Ae Sp(A). En reprenant les notations ci-dessus, on a :

n n
zap,jxj = }\‘xp = zap.jxj = (}\‘_ap.p)xp'
j=1 j=1
J#Ep

Alors :

=a—%wﬂﬁy

n n
0, 5ls 3 alls 3 a,
P\’ ap,ppr‘— a, ;%= pj (|*p

Jj=Lj#p Jj=Lj#p

> (0, ceci donne :

Avec toujours ‘xp

_ <1_
‘7» aw‘_l a,,.
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Posons alors = min a,,. Comme pour tout i€ [1,n], 0<a,; <1, onabien we ]0,1] et:

ie[l,n

+ —@31—amfuhm—w=1—m.

al’»[’

|7»—0)|=‘7»—ap,p+ap,p —(x){é‘?u—am

Comme la valeur propre 1 était quelconque et w ne dépend pas de 1 :

A-o<l-o.

Il existe bien un réel we ] 0,1] tel que pour tout Ae Sp(A),

7»—0)| <1-m, veut dire que :

b. Si Q est le point du plan complexe d’affixe m,

Le point d’affixe | appartient au disque fermé de centre € et de rayon 1- .

On a le schéma :

JUPTEYe EEN,

ol =fi-0l=1-0,

c. Soit Ae Sp(A) telle que |)u| =1. L’inégalité triangulaire donne ‘|X|—|0)|‘ < |7u—0)| . Or,

donc avec I’'inégalité de la question a, on obtient 1—®< |7u - 03| <l-wm, soit |7»— (o| =1-o.
Alors, avec AL = |7»|2 =let ®w#0,0na:
- =(1-0) o r-oh-0)=1-20+e" %z Re(A) =1.
Et donc 1=[A|" =Re(A)* + Im(L)* =1+Im(X)?, soit Im(A) =0 et ainsi, A=1.

Finalement, quand tous les coefficients diagonaux de A sont non nuls :

La seule valeur propre de A de module 1 est 1.

Exercice 7
Remarquons que comme E est un C-espace vectoriel, u et v posseédent des valeurs propres, donc des vecteurs

propres. Considérons quatre cas.
1) a=B=0.0naalors uv=vu.

Soit A une valeur propre de u. Comme u et v commutent, ker(u—\id) est stable par v et I’endomorphisme

induit par v sur ker(u—Xid) admet au moins un vecteur propre x, qui est alors aussi vecteur propre de v.

Comme xe ker(u —\id ) , X est un vecteur propre de u et ainsi : u et v ont un vecteur propre en commun.
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2)

3)

4)

. 1
oaz0etB=0.0naalors uv—vu=0ou, soit uv'—v'u=u avec v'=—ve L(E).
_ (04

Soit A la valeur propre de v' de plus petite partie réelle et x un vecteur propre associé (comme on est en
dimension finie, v posséde un nombre fini de valeurs propres, donc A existe bien). On a alors :

u(v'(0)=v'(u@)=ux) < v'(ux)=u(v'(x))—ux)=u(rx)—ux)=A-1Du(x).
Si u(x)#0, alors A—1 est une valeur propre de v'. Ceci est absurde car Re(A—1)=Re(A)—1<Re(A).
Ainsi, u(x)=0 et x est un vecteur propre de u (associé la valeur propre 0). Or, v'(x)=lv(x)=7»x
o

équivaut a v(x)=odx, donc x est aussi un vecteur propre de v et ainsi : u et v ont un vecteur propre en

comimun.

oa=0etB#0.0naalors uv—vu =pv, soit vu —uv=—Pv avec —f#0.

En intervertissant les role de u et v, on se retrouve dans la méme situation que dans le cas précédent (en
remplacant o par — [3), donc : u et v ont un vecteur propre en commun.

a#0etB#0. Posons w=u+Ev.Onaalors:
_— o
(. .B BY\_ B> B o_
wy—wvw=|\u+—v |v—=viu+—v |=uv+—v —vu——V =uv—vu.
o o o o
Donc :

w—vu=0ou+pfv < wv—vw=ow.

On se retrouve avec w et v dans le cas n° 2, donc il existe w et v ont un vecteur propre en commun x et il
existe A,iLe C tels que w(x)=2Ax et v(x) = . Mais alors :

u(x) = w(x)—Ev(x) = M—Eu.x = (k—Eujx.
o o o

Ainsi, x est aussi vecteur propre de u, et donc : u et v ont un vecteur propre en commun.

Finalement, dans tous les cas :

u et v ont un vecteur propre en commun.
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Réduction

Exercice 8

1) Ona:

X-1 O -1 X
Xa, =det(XI,-A)=| 1 X-1 -% :(X—l)‘ _
-4 0 X—-m

-1 -V

2
4 Xem =(X-D[(X-D(X-m)-2].

Soit :
%y, =X =D(X>=(m+DX +m=-2).

Le discriminantde X*>—(m+1)X +m—2 est:
A =(m+1)’>—4m-2)=m’ +2m+1-4m+8=(m—1)" +8.

Ona A >0 pour tout réel m, donc X *—(m+1D)X +m-2 admet toujours deux racines distinctes :

m+1++/(m—1)" +8 ot m+1—+/(m—1)*+8
2 2 '

Ona:

2
”"“J—“V(;"_D Bl o tJm-Di8=1-m o (m-17+8=(m-1.

Ceci est impossible, donc les racines de X*—(m+1)X +m—2 sont toujours distinctes de 1 et ainsi, %, admet

trois racines réelles distinctes quel que soit m.

Ceci prouve que :

A, est diagonalisable dans M, (R) pour tout réel m.

-1

00
2) Pour que A soit semblable a 1 0|, il faut que les trois racines de A soit 1, — 1 et 2.
02

0
0
Avec ce qui précede, ceci veut dire que :

m+1+4(m-1°+8
> =2 Jon-p7+8=3-m _ {«/(m—1)2+8:3

=
m+1—\/(m—1)2+8__1 Jm=1*+8=m+3

2

m=0

Ainsi :

La matrice A, est semblable a

o O
S = O
NN OO
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1 0"
Ona A =|-1 1 Y2 | de valeurs propres 1, — 1 et 2.
4 00
Alors :
X X x+Vaz=—x X X
e Alyl=—|y| © {-x+y+¥z=—-y & |y|=|3x/2]|. Donc: E_, =Vect(2e, +3e, —8¢,) ;
Z Z 4x=—7 Z —4x

X X X+1/2Z:.x

x 0
e Aly|=|y| © {-x+y+¥z=y & |y|=|y|. Donc: E, =Vect(e,) ;
Z 0

< Z 4x =17
X X X+1/2Z:2x X X
e Alyl=|y| © <-x+y+%z=2y & |y|=| 0 |. Donc: E, =Vect(e, +2e,).
Z Z 4x =27 Z 2x
-100 2 01 | 2 0 -1
Onaalors Ay)=PDP ' avec D=/ 0 1 O|,P=| 3 1 O|etP'=—|-612 3
0 02 -8 0 2 8 0 2

On a alors, pour tout ke N, Af = PD*P™", soit :

(_1)k +2k+l 0 2k _(_1)k
3 6
k (=D" -1 1-(-1)"
- = - ==
4 2 4
274t A 42
3 3

3) a. Entre I'année k (a la fin de laquelle il y a ¢, Mmes Lapin, b, M. Lapin et ¢, Bébés Lapin) et I’année
suivante, k +1, tous les ¢, bébés Lapin sont devenus adultes (la moitié sont devenus des Mmes Lapin et I’autre
moiti€é des M. Lapin). De plus, chacune des a, Mmes Lapin a engendré quatre nouveaux bébés Lapin et a
trucidé un M. Lapin.

¢ Le nombre de Mmes Lapin en fin d’année k+1 est égal au nombre de Mmes Lapin ’année k plus le
nombre de Mlles Bébés Lapin devenues adultes, soit :

a =a, +—c,.
kel = Gk k
2

e Le nombre de M. Lapin en fin d’année k+1 est égal au nombre de M. Lapin 1’année k plus le nombre de
M. Bébés Lapin devenus adultes moins le nombre de malheureux M. Lapin trucidés par les Mmes Lapin :

b, =—a,+b +%ck.

¢ Le nombre de bébés Lapins en fin d’année k +1 est égal au nombre de nouveaux bébés Lapins engendrés
au cours de 1’année k, soit :

¢, =4a,.
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On a alors pour tout ke N :

%+%q
ak+1 1 1 0 1/2 ak
X = bk+1 =|—a, +bk +§Ck =-1110 bk =AX,
ck+1 4ak 4 0 0 Ck

Soit, pour tout ke N :

X,,, =AX, ou A=A, lamatrice de la question précédente.

b. Ona A°X,=1,X,=X, etsi X, =A"X,, alors X, =AX, = AA*X,=A""X, . Ceci prouve par récurrence
que pour tout ke N :

X, =A"X,
a, 1
c. Ona X,=| b, |=| 1|, donc pour tout ke N :
C 0
k k+1 k k —1)¥ k+1
(=D*+2 0 2k — (-1 ak=( D" +2
3 6 i 3
X =aix,=| E=L oy l=E) ], ED
¢ ’ 2 4 : ‘ 2
27 4D 4D +2 Mgy
3 3 = 3
On a alors :
1 quand k est pair
lim @, =+oo et b, =] | par
k=0 0 quand k est impair
Donc :

Le nombre de Mesdames Lapin croit indéfiniment alors
qu’il n’y jamais plus de un Monsieur Lapin en fin d’année.

En fait, il y a méme des années ou il n’y en a plus du tout de M. Lapin, ce qui pourrait peut-étre créer un tout
petit probleme aux Mmes Lapin pour faire leurs bébés... Bref, cet exercice est foireux... dans son application
numérique bien siir pas sur le plan mathématique, car la, les méthodes sont standardissimes...

Exercice 9

1) Remarquons que A= I ,donc X 21, qui est scindé a racines simples, annule A, et ainsi, la matrice A est
diagonalisable de valeurs propres possibles 1 et — 1. Comme A#1 et A#—1 , 1 et — 1 sont tous les deux
effectivement valeurs propres.

xl xl
n X, X,
Posons p = [EJ Ona A| i |=| i |, soitpourtoutie[l, p]:
X X

n-1 n-1

n n

el = X -
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Ceci donne :
® une base de p vecteurs propres de E, : (¢, +e,,e,+e, ,....e,+e,,) quand n=2p ;
® unebasede p+1 vecteurs propres de E, : (¢, +e¢,,e,+e, ,....,e,+e,,,e,,) quand n=2p+1.

De méme, on obtient :

® une base de p vecteurs propresde E | : (¢, —e,,¢,—¢, ,...,e,—e,,) quand n=2p ;

® une base de p vecteurs propresde E_| : (¢, —e,,e,—¢, ,....e,—¢, ) quand n=2p+1.

Finalement :

A est diagonalisable d’éléments propres donnés ci-dessus.

En calculant les puissances successives de B, on obtient B" =/ . Donc X" —1, qui est scindé a racines simples,

annule B, et ainsi, la matrice B est diagonalisable de valeurs propres possibles les racines 7™ de 1’unité.

Soit pour tout k€ [[0,n—1], ®, =exp (&j .Ona:

n
x, X,
X X

B :2 _ :2 _ 1 2 n—1
I EX ORI & (X, x,x,..,x)=x0 0,0,..,0,).
X X
n—1 n—1
X X

Ainsi :

B est diagonalisable de valeurs propres les , et de sous-espaces propres E, = Vect ((1, O, 0,..., 0)"‘1)) .

(o k

baa - a
aba .
On a vu dans le chapitre précédent que |a a . . a :(b+(n—1)a)(b—a)"_l,donc:
it boa
aa ab .
X-4 -1 -1 - -1 baa - a
-1 XxX-4-1 ~° : aba . :
Xe =| o . =1 | =laa ca| =(X-4-(n-D)(X —4+1)"" =(X =3-n)(X =3)""
-1 “LoX-4 -1 P b oa
-1 -1 - =1 X—4n aawabn

Ainsi, Sp(C)={3,n+3}.

Remarquons que C—31 est la matrice qui ne contient que des 1. Cette matrice est de rang 1, donc :
dim E, =dimker(C-3/)=n-1.

Et on obtient facilement que :

E. =Vect(e,—e, ,e,—e, ,...,e_ —e ).

Par ailleurs, dimE,,, =1 (car 1<dimE,; <n-dimE, , =1). Or, Cu=B3+n)u avec u= Zek , donc :
k=1

E ., =Vect(u).
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Finalement :

C est diagonalisable de valeurs propres 3 et n+3 et de
sous-espaces propres :

E,=Vect(e,—e,,e,—¢,,...,e,,—¢,) et E ., =Vect(u).

no e

Pour D, si on pose u =e, +e,+...+¢, (non colinéaire a ¢, ), ona:
De, =u ;
De, = e, pour tout ke [[2,n]] :
Du =ZDek =u+(n-1le.
k=1
Et ImD =Vect(u,¢), rg(D)=2 et dim(kerD)=n-2.
Quand n >3, on a pour tout k€ [3,n], D(e, —e,) =0, donc E, =ker D = Vect(e;, —e,, ..., e, —¢,)
Si A est une valeur propre non nul de D et x un vecteur propre associé, on a Dx =Ax, donc x€ Im D, soit :
x=ow+Pe,.
Etona:
Dx=0Du+BDe, =a(u+(n—1)e ) +Pu=(a+Pu+o(n—1e,.

Donc :

= =(A-1
Dx=Ax & (0+Pu+oa(n—1)e =Aow+ABe, < {OC+B Ao o {B A=Do

an-1)=Ap (A =A-n+Do=0

Comme x#0,ona (o,B)# (0,0) et le systtme ci-dessus donne o # 0 et se récrit :

p=A-Da
{kz—k—n+1=0
Les racines de X*—X —n+1 sont #, qui sont distinctes car n ;t% et on obtient :
A :@ E, =Vect(he +e,+...+e,)
A, :@ = E, =Vect(he +e,+..+e,)

Enfin, on a dimE +dim E, +dimE;, =n-2+1+1=n, donc D est diagonalisable.

Finalement :

_Lean-3

D est diagonalisable de valeurs propres A, =#, A, 5

0 (quand n = 3) de sous-espaces propres associ€s :

E,=Vect(e,~e,,...,e,—¢,) et E, =Vect(he +e,+..+e,), ie{l,2}.
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On a immédiatement Im E = Vect(u) avec u = Zakek #0 (car les a; ne sont pas tous nuls).
k=1

Donc, dim(ker E) =n—1 et on a facilement E, =ker E = Vect(e, —e¢,,..., e, —¢,).
Supposons qu’il existe une autre valeur propre A#0. Si x est un vecteur propre associé a A, on a Ex=Ax ,

1 . .
donc x=F (x xj € ImE = Vect(u) . Donc, u serait un vecteur propre associé a A. Or :

Eu = iakEek = (iakju .
k=1 k=1

n
Donc, A= Zak . Ceci prouve que :
k=1

e SiA= Zak # 0, E est diagonalisable de valeurs propres O et A, de sous-
k=1

espaces propres associés E, = Vect(e, —e,,...,e, —¢,) et E, = Vect(u) ;

e SiA= Zak =0, E n’est pas diagonalisable.

k=1

Exercice 10

Dans les deux questions, on note u et v les endomorphismes canoniquement associés a A et B respectivement.
On a alors uv=vu .

1) On pose Sp(A) ={k1, Ayyns kp} et E, le sous-espace propre associ€ a A, pour tout i entre 1 et p.
Comme A est diagonalisable alors E, ©...® E =E. Comme u et v commutent, les E, sont stables par v.

Pour tout ie [[l,n]], notons v, ’endomorphisme induit par v sur E, . Comme B, donc v, est diagonalisable,

alors v, I’est aussi. Soit B, une base de E, dans laquelle la matrice de v, est diagonale.

En posant B =B uU...uB, , on obtient une base dans laquelle la matrice de v est diagonale et cette base €tant

adaptée a la décomposition E=E, ©..®E, , la matrice de u est aussi diagonale dans B.

Ceci prouve que :

A et B sont simultanément diagonalisables.

2) Ici, on se place dans M, (C), donc A et B sont bien trigonalisables.

Nous allons prouver qu’elles le sont simultanément dans ‘M, (C) par récurrence sur dans ne N’ .

Pour n =1, toute matrice de M, (C) est triangulaire supérieure, donc la propriété est vraie.
Supposons la propriété vraie a un rang ne N et considérons deux matrices A et B de M, (C) qui commutent.

Soit A une valeur propre de A et E, le sous-espace propre associé a A. Comme A et B commutent, E, est stable
par v. Soit W une valeur propre de I’endomorphisme induit par v sur E, et e, un vecteur propre associé a [L.

Comme ¢, € E, , ¢, estaussi vecteur propre de A, associé a A.
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Si on compléte e, en une base B, de K"*', les matrices de u et v sont de la forme :

A X - X noX - X
0 0

A(): _ A, et B0: : Bl
0 0

avec A\B'e M (C).

De plus, A,=P 'AP et B,=P 'BP,donc A, et B, commutent, soit :

}\‘u X e X 7\'“‘ X e X
|1 0 _ 10
AOBO_ E A'B' - OAO_ S B'A'
0 0

Ainsi, A' et B' sont deux matrice de M, (C) qui commutent, donc par hypothese de récurrence, elles sont
simultanément trigonalisables. Autrement dit, il existe Q€ GL, (C) telle que A'=QT,Q "' et B'=Q0T,0"' ou

T, et T, sont deux matrices triangulaires supérieures de M, (C).

10 -0 10 - 0
Alors, en posant R =| * o |-onaRe GL, (C) avec R™'= 0 o et
0 0
A X . X A X X
-1 _|0 _10 . . ‘o .
e R AR= : Q_l A'Q =\ T, est triangulaire supérieure ;
0 0
w X X L X - X
1 10 10 . . L.
® R BR= : 0" g 0 = : T, est triangulaire supérieure.

Finalement, (PR) 'A(PR) et (PR) 'B(PR), donc A et B sont simultanément trigonalisables et la propriété
vraie au rang n+1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N :

Si deux matrices A et B de M, (C) commutent, elles sont simultanément trigonalisables.

Exercice 11

Comme le polyndme caractéristique de la matrice A est scindé sur K, elle est trigonalisable. Donc, il existe une
matrice T triangulaire supérieure et une matrice P inversible telles que A= PTP ",

Appelons alors D, la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont ceux de 7 et posons N, =T —D,.

La matrice N, est triangulaire supérieure stricte. Son polyndme caractéristique est alors x, =X " et d’apres le

théoreme de Cayley-Hamilton, ona N, =0, , donc N, est nilpotente.

Si on pose N=PN,P™' et D=PD,P"', N est nilpotente (car N =PN,P~' ), D est diagonalisable (car
semblable a D, qui est diagonale) et 7= D, + N,, donc :

A=PTP™'=P(D,+N)P'=PD,P'+PN,P"'=D+N.
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Ainsi, on a bien :

A=D+ N avec D diagonalisable et N nilpotente.

Exercice 12

1) Comme M" =1 ,ona (detM)" =det(M™)=detl =1#0,donc detM #0 et ainsi :

M est inversible.

Ona M" -1 =0, donc il existe un polynome P=X" -1 de C[X], scindé a racines simples (les racines

m*™ de I’unité) tel que P(M)=0,. Ceci permet de conclure que :

M est diagonalisable.

2) On veut prouver I’équivalence :
M‘=1 & ke pZ.

(=) Si M“ =1, posons k =gp+r ladivision euclidienne de k par p, avec 0<r< p.On a alors :
[ =M"=M""=M"YM" =(1)M =M".

Or, p est le plus petit entier naturel k non nul tel que M* =1 et 0<r< p donc r=0 et ainsi, ke pZ.

(&) Si ke pZ, alors k=qp avec ge Z et:
M =M"=M")"=(U,)"=1I,.

Remarquons que la matrice M est inversible, donc toutes ses puissances le sont aussi et M% et (M”)? sont
bien définies méme si k < 0. Finalement, on a bien :

M‘=1 & ke pZ.

Exercice 13

1) Sifest diagonalisable, alors il existe une base B de E dans laquelle la matrice D de f est diagonale.

Mais alors, la matrice de f ? dans la base B est D?, qui est elle aussi diagonale, donc :

Si fest diagonalisable, alors f* est diagonalisable.

Soit fe L(C*) de matrice A= (8 (1)

j dans la base canonique. On a :
° X, =X ?, donc la seule valeur propre de fest 0 et fn’est pas diagonalisable (car fn’est pas nul) ;

e A’=0,,donc f’ estdiagonalisable (c’est I’endomorphisme nul).

Ainsi :

La réciproque est fausse.
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2) On suppose que f est diagonalisable et on veut prouver que :

fest diagonalisable < ker f =ker f°.

(=) On suppose que f est diagonalisable dans une base B =(e,,...,e,) de E.

On a alors, pour tout i e [[1,n]] f(e,)) =\, oules complexes A, sont les valeurs propres de f.

Alors pour tout i€ [Ln], f?(e,)=Me,. Ainsi, f° est diagonalisable dans B et pour tout i€ [1,n] :
ker(f*—AVid, ) =ker(f —Aid, ) ®ker(f +\id,).

En particulier, si 0e Sp(f), alors ker(f*—0%id, ) =ker(f —0.id,) ®ker(f +0.id, ), soit ker f =ker f”.

Enfin, si 0¢ Sp(f), alors fet f sont bijectives, donc ker f =ker f* ={0}.

(<) On suppose que ker f =ker f*, avec f° diagonalisable. Soit Sp (f*) ={7u12, Ay, ki} (comme E est un

C - espace vectoriel, on peut exprimer les valeurs propres comme des carrés).
P P

Comme f est diagonalisable, le polynome H(X - 7»1.2) est annulateur de f*, donc H( fi- Kl.zid £)=0.
i=l i=1

Considérons de deux cas.

e ker f =ker f>={0}.

4 p
On a alors H(f —Aid )(f +A,id,)=0 et H(X —A,)(X +A,) estun polyndme scindé a racines simples
i=1 i=1

annulateur de f, donc f est diagonalisable.

e ker f=ker f>#{0}.

On a 0 est alors valeur propre de fet f>. On peut prendre A, =0. Alors, on a :
f2f21<f—>~,.id5><f+>»,-id5)=o.
Donc :
E=kKer f> ®ker(f —Aid, ) ®ker(f +M,id,)®...@ker(f —A,id, ) @ker(f +A id, ).
Et comme ker f =ker f*,ona:
E=Ker f ®ker(f —\,id,)®ker(f +A,id,)®...®ker(f —L id,)®ker(f +A,id,).

Ceci permet de conclure que f est diagonalisable.

Finalement, on a bien :

fest diagonalisable si et seulement si ker f =ker f°.
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Exercice 14

1) A est I’ensemble des polyndmes annulateurs de u. Or, on a vu dans le cours qu’un endomorphisme admet
toujours un polyndme annulateur non nul, donc D est non vide.

D’autre part un polyndme constant non nul ne peut annuler u, donc tout polyndme annulateur de u est de degré
supérieur ou égal & 1. Ainsi, D ={deg P\ Pe A, P # 0} est une partie non vide de N, donc :

D admet un minimum p >1.

2) Nous allons procéder par double inclusion.

Soit Pe LK[X].Ona P=L.Q avec Qe K[X], donc P(u)=L(u)Qu)=0 car Le A . Ainsi :
LK[X]cA.

Soit Pe A et P=QL+R avec deg R <deg L= p ladivision euclidienne de P par L.

Ona P(u)=Lu)=0,donc R(u)=P(u)—Qw)L(u)=0 etainsi, Re A.

Or, degR< p=minD, donc R=0 etainsi, P=QLe LK[X]. Ceci prouve que :
AcLK[X].

Finalement, on a bien :

A =LK[X]

3) Supposons qu’il existe deux polyndmes unitaires L, et L, de A tels que deg L =degL, =p.
D’apres la question précédente, ona A =L K[X]=L, K[X]. Alors :

LeL K[X] LIL
LeLKX] ~ |LlL

Et comme L, et L, sont unitaires,ona o.=1,soit L, =L, . Ainsi :

= L,=al avecoe K.

L est unique.

Exercice 15

1) On veut :
A nilpotente < Sp(A) ={0}.

(=) On suppose que A est nilpotente, donc il existe pe N tel que A” =0, .

Soit Ae C une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. On a alors AX =AX et si pour ke N,
A*X =\"X, alors :
AMX = A" AX) = AF X)) = A X = AN X =AY

Ceci prouve par récurrence que pour tout k€ N, A*X =A*X . Et en particulier :
A’X =AMX = AMX=0 (carA”=0,) = A"=0 (carX#0) = A=0.

Ainsi, la seule valeur propre réelle ou complexe de A est 0.
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(&) On suppose la seule valeur propre réelle ou complexe de A est 0.

Alors, 0 est la seule racine du polyndme caractéristique de A, donc ), = X" et alors, d’apres le théoreme de

Cayley-Hamilton, on a y,(A)=A" =0,, donc A est nilpotente.

Finalement, on a bien :

A nilpotente < Sp(A) ={0}.

2) On veut :

Anilpotente < Vke[Ln], Tr(A*)=0.
Ona Ae M, (K) et comme K=RouC,ona Ae M, (C). Alors, A est trigonalisable dans M, (C), donc il
existe une matrice triangulaire supérieure 7€ M, (C) dont les coefficients diagonaux sont les valeurs propres
de A et une matrice Pe GL,(C) telles que T =P 'AP.

On a alors pour tout ke N, T"=P'A*P, donc:
e A est nilpotente si et seulement si 7 est nilpotente ;
e Tr(A")=Tr(T*) pourtout ke [1,n].

On veut donc prouver que :
T nilpotente <& Vke [[l,n]] , Tr(T*=0.

Or, si on note f,,1,,...,1, les coefficients diagonaux de T, on a Sp(T)={t,,1,,...,1,} et, d’aprés la question
précédente :
Tnilpotente < Sp(T)={0} & 1 =t,=..=1,=0.

Or, pour tout k € N, les coefficients diagonaux de T* sont ceux de T élevés a la puissance k, soit tlk , t§ s ey tf

et
donc Tr(T*) =t +t; +...+1". Ainsi:
L+t +..+1, =0
2 2 2
i+t +..+t, =0
Vke[Ln], TrT*)=0 & Vke[lLn],tf+ti+..41:=0 & ' ° "
4+t +. 4+t =0
Ainsi, on veut prouver que :
L+t 4.+t =0
t+5 +.. 4t =0
t=t,=..=t,=0 & ,
'+t +..+1 =0
Le sens direct est alors immédiat. Prouvons la réciproque.
Soit (¢,,t,,...,t,)e C" tel que :
L+t 4.+t =0
t+5+.. 4t =0

'+t +..+1 =0
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Par combinaisons linéaires de ces n équations, on a immédiatement pour tout Pe C, [X] tel que degP =1 :
P(t)+Pt,)+...+P(t,)=0.

Appelons T I’ensemble des valeurs distinctes prises par les ¢, et pe [[1,n]] le nombre de ces valeurs.

Supposons que T contienne plus d’une valeur, soit p>2.

Soit t, €T . L’ensemble T'\{z,} contient alors au moins un élément et P = HreT\{t }(X —1T) est un polyndme

de C [X], de degré supérieur ou égal a 1. Donc, ZP(ti) =0.

i=1

Or, pour 1, #t,,0on a P(t,)=0, donc ZP(tl.) =kP(t,) ou k est le nombre de fois ou ¢, apparait dans la liste

i=1
fiytysensd, .

On a donc kP(t,) =0, soit P(t,) =0 et donc ¢, est racine de P = HteT\{ta}(X —1), soit t, € T \{z,}. Ceci est
bien entendu absurde, donc p =2, ce qui veut dire que ¢, =1, =...=¢,.

L’équation ¢, +t, +...+t =0 donne alors immédiatement ¢, =¢, =...=t =0.

Finalement, on a bien :

t,+t,+..+t, =0

46 +..+t =0

'+t +..+t =0

Et donc :

A nilpotente < Vke |I1,n]], Tr(A*)=0.

A A A A A A A A AN A A A A AN AN A A A A A A A A A AN AN A AN AN A AN A A AN A AN AN A AN AN
A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AN A A AN AN

Exercice 16

1) Soit Pe R[X] unitaire de degré ne N . On veut :

n

Pestscindésur R & VzeC,

P(z)| 2[Imz

(=) On suppose que P est scindé sur R, donc qu’il existe des réels q,,...,a, € R (distincts ou pas) tels que

P=(X-a,)...(X —a,). Ona alors pour tout ze C :

|P(z)| = |(z —-a,)...(z—a,)

n
[Tl
k=1

Et pour tout k€ [1,n] :

|2—a|=(Re()-a,) +(Im(2))" 2/(Im(2))’ =|Im (2).
Donc :

n

|P(2)| 2 ﬁ|Im(z)| =[Im(2)
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n

P(2)| 2[Im(z)

(&) On suppose que pour tout z€ C,

Le polynéme P est scindé sur C. Soit z,,..., z, € C ses racines complexes (distinctes ou pas). On a alors pour
tout ke [[L,n] :

|P(z)|=02[Im(z,)|" = 02[Im(z)| = Im(z)=0.
Ainsi, toutes racines complexes de P sont réelles, donc :

P est scindé sur R.

Finalement, on a bien :

P est scindé sur R si et seulement si, pour tout ze C, P(z)| > |Im(z)|n )

2) Notons D I’ensemble des matrices diagonalisables dans M (R) et T celui des matrices trigonalisables

dans ‘M. (R). On veut montrer que D =T .
Soit (A,),.y une suite de matrices de D, convergeant vers Ae M (R).

Pour tout k€ N, le polyndome caractéristique ), de A, est scindé sur R, car A, est diagonalisable dans

X (2)[2[m(2)]".

M (R) . Donc, d’apres la question 1, pour tout z€ C,

Or, comme M+ XI —-M et M+>detM sont continues sur M, (R), M >y, =det(XI,—M) est

continue sur M, (R) et klim X4, =Xa»donc, pour tout ke N :
Jim [, (2] =[x, (2]

", on obtient pour tout ze C :

En passant a la limite quand k — + o dans ‘xAk (z)‘ > |Im (2)

%4 (2)| 2 Im(2)|".

A nouveau d’apres la question 1, on peut conclure que le polyndme caractéristique ¥, de A est scindé sur R, et

donc que A est trigonalisable dans M (R).

Ceci prouve que :

DcT .

*

Réciproquement, soit Ae 7T . Il existe alors p réels A,,...,A, € R tels que A, <...<\ , pentiers n,,...,n, € N

et une matrice Pe GL (R) tels que A= P~'TP avec:

A X
0 X
. A,
T = e T
(0) ook, XX
: .. X
O o e e e 0 A

ou chaque A, apparait n, fois sur la diagonale.
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I . . . * -
Posons alors €=— min (A, —A,) si p=2ete=1si p=1,et, pourtout ke N', A =P 'T, P avec:

2 iel,p-1]
}\'] X X e eee s X
0 }\‘1 + X e eee s X
k(n, —1)
0 0 .
. %]+£ ’
. k . .
T, = L
L, .
(0) A b
" (n - Dk

. %

0 ...... 0 lp +—

ou les éléments au-dessus de la diagonale sont les méme que ceux de 7.

On a alors klim T, =T ,donc:

—+00

lim A =A.

k—+oo

Par ailleurs, pour tout k€ N™ et tout i€ [1, p—1] (quand p>2):

%gdiﬂ—xi = A <h+—— <A

2¢e

o
k(n,.—1) " k(n—1)

€
< <M+—<A,,.

Donc les coefficients diagonaux de 7, sont tous distincts, ce qui veut dire que le polyndme caractéristique de

T,, donc de A, est scindé a racines simples, donc que A, est diagonalisable pour tout ke N,

Ainsi, on a construit que une suite (A, )ien de matrices diagonalisables dans M (R), convergeant vers A. Ceci

prouve que Ae D . Comme ceci est vrai pour toute matrice A de T :

T cD.

Finalement, on a bien ‘T = @, autrement dit :

Exercice 17

L’adhérence de I’ensemble des matrices diagonalisables

dans M, (R) est’ensemble des matrices trigonalisables.

Notons B, =(e,, e,,e,,¢,) le base canonique de R* et appelons u 1’endomorphisme de R* canoniquement

associé a A.

1) On a, en développant par rapport a la premiere colonne, puis par rapport a la dernicre ligne :

Xa=

X-20 0 -5
0 X 1 0 X ! 0
=(X-2)|-1x-2 0 |=(X-=-2)
0 -1X-2 0
0 0o X-2

0o 0 0 X-=-2

-1 X-2

1
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Soit :
Xy =(X =2 [X (X -2)+1]=(X -2’ (X -2X +]) =(X -2)*(X -1)*.

Donc :
Sp (A) ={1,2} .

En notant E, et E, les sous-espaces propres associés a 1 et 2 respectivement et en résolvant les systemes
Ax=x et Ax=2x, on obtient :

E =Vect(e,—¢;) et E,=Vect(e,).

On adonc dimE, +dimE, =2 <4, donc :

La matrice A n’est pas diagonalisable.

Par contre, y, est scindé sur R, donc A est trigonalisable dans M, (R) .

2) Remarquons déja que :

{u(el) =2e,

P =Vect(e,,e,) est stable par A
u(e,) =5, +2e, ! (e1.e.) P

u(e,)=e
{ @)= — P, =Vect(e,,e,) est stable par A

ue;) =—e, +2e,

u(e,) =2e,
= P,=Vect(e,,e,—e,;) est stable par A
u(e,—e;)=e, —e,

Soit maintenant P = Vect(g,,€,) un plan stable par A.

En complétant (€,,€,) en une base (g,,¢€,,€,,&,) de R*, la matrice de u dans cette base est de la forme :

A
( ‘ Azj avec A, A,, A€ M, (R).
02 A3

Donc, X, =%, X, etainsi, X, estun polynéme unitaire de degré 2 qui divise X, = (X —-2)*(X —-1)*, donc :
Xy =(X=2)" ou yx, =(X-1* ou yx, =(X-2)(X-1).

e Siy, =(X-2)%, 2 est la seule valeur propre de I’endomorphisme induit par u sur P (qui est stable par ),
A prop p P q |y

donc on peut choisir la base (g,,€,) telle que € =e¢, et u(e,) =Ae, +2¢,.

a 2a+5d A+2a a
. b .y —c 2b . 0

Or, s1 g, = E u(e,) =\e, +2¢, se récrit iy = e | soit €, = 0 avec d #0 pour que la
d 2d 2d d

famille (e,,€,) soit libre. Ainsi, P = Vect(e,,ae, +de,) = Vect(e,,e,)=F,.
* Siy, =(X-1)7*, on montre de méme que P = Vect(e,,e;)=F,.

e Siy, =X-D(X-2), Alors, 1 et 2 sont valeurs propres de I’endomorphisme induit par « sur P, donc e,

et e, —e, appartiennent 2 P, et comme P est de dimension 2, P = Vect(e,e,—¢,)=P,.
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Finalement :

Les plans stables par A sont P, = Vect(e,,e,), P, = Vect(e,,e;) et P, = Vect(e,,e,—¢;).

3) Ona vu que A est trigonalisable dans M, (R) . Plus précisément :

u(Se;) =2(5¢,) 21 0 0
u(e,) =5e, +2e 020 O
(e,) =3¢, +2e, = Myu)=A'= avec B=(5¢,,¢e,,e,—e;,¢e,).
ule,—e;)=e, —e, 0 01 -
ule,)=e,=—(e,—e;)+e, 0 0 0 1

2 1 1 -1 B 0
En posant B = et C= ,ona A'= *let A'=0'AQ ou O est la matrice de passage de
labase B, alabase B.

De plus, pour tout Pe R[X], P(A")=Q 'P(A)Q, donc P(A) est diagonalisable dans M, (R) si et seulement
si P(A") I’est. Or, avec les opérations par blocs, on a :

P(B) 0, ]

P(A'):( 0, P(C)

Alors, P(A") est diagonalisable dans M, (R) si et seulement si P(B) et P(C) le sont dans M, (R) (car les
plans P, (engendré par les deux premiers vecteurs de B ) et P, (engendré par les deux derniers vecteurs de B)
sont stables par u.

0 1
NotonsNz( j.OnaNZ:OZ,B:212+NetC=IZ—N.
0 0

Comme I, et N commutent, on a, pour tout k € N :

Bk=(21 +N)k:i k (21 )k—iNizzkI +k2k_1N: 2k k2k_l
’ i=0 l ? 2 O 2k .

p
La formule ci-dessus reste vraie pour k =0 et, pour tout P = ZakX *eR[X],ona:
k=0

p p
» » k k-1 Z a; 2f z ka, 2" )
P B _ Bk _ 2’ k2’ _ k=0 k=1 _ P(2) P(2)
Br=gab =20y 5 |- Z Lo rP2)
=0 =0 0 Zaka
=0

On obtient de méme P(C) = (P(l) - P'(l)j .

0 P(1)
, . a b . : . : X
Enfin, une matrice du type (O j est diagonalisable si et seulement si elle est semblable a al, et la seule
a

a b
matrice semblable a al, est al,, donc (O j est diagonalisable si et seulement si b=0.
a
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Alors, P(B) et P(C) sont diagonalisables dans M, (R) si et seulement si P'(2) = P'(1)=0 et finalement, pour
tout Pe R[X] :

P(A) est diagonalisable dans M, (R) si et seulement si P'(2)=P'(1)=0.

Exercice 18

On considere Ae M, (C) et on veut :

=)

(<)

A est diagonalisable < tout polyndme dont une puissance est annulatrice de A est annulateur de A.
On suppose que A est diagonalisable.
Alors, si Sp(A) :{;\41, s kp} , le polyndome Q =(X —A))...(X —A,) est annulateur de A.

Soient maintenant Pe C[X] et ave N tels que P* annule A. Les valeurs de propres de A sont alors des
racines de P%, donc de P et ainsi, Q divise P, soit P =RQ avec Re C[X]. On a alors :

P(A)=R(A)oQ(A)=R(A)-0=0.
Ainsi, P annule A et finalement :

tout polyndme dont une puissance est annulatrice de A est annulateur de A .

On suppose que tout polyndome dont une puissance est annulatrice de A est annulateur de A.

Soit %, =(X —A)"...(X —kp)u” le polyndme caractéristique de A. Posons o = max ((xl, s ocp) et:
P=(X=0) (X =)y, = (X =A% (X =A,)" =[(X =L)X -1 )] .

D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, ), est annulateur de A, donc P I’est aussi.

Or P :[(X —A)..(X —kp)]a, donc par hypothese, (X —A))...(X =X ) est annulateur de A, et comme

(X —A)...(X —A,) est scindé€ a racines simples :

A est diagonalisable .

Finalement, on a bien :

A est diagonalisable si et seulement si tout polyndme dont
une puissance est annulatrice de A est annulateur de A.




