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TD du chapitre 6 : Compléments d’algébre linéaire

Dans tout le TD, sauf mention contraire, K désigne R ou C et E est un K -espace vectoriel de dimension
finie ne N".

Exercice 1

Soient F, G et H trois sous-espaces de E.
1) Montrer que :
dim(F+G+H)<dimF +dimG+dimH —dim(F NG)—dim(F N"H)-dim(GNH)+dm(FNGNH).
2) Soient F'' (resp. G") un supplémentaire de F NG dans F (resp. G). Montrer que :
F+G=(FNG)®F'®G'.

3) On suppose que n=3. Montrer que ’intersection de n—1 hyperplans de E n’est pas réduite a {0}.

Exercice 2

Soient f,ge L(E) tels que f>=g=id, et fg+gf =0.

Montrer que n est pair et qu’il existe une base de E dans laquelle les matrices de f et g sont respectivement :

Exercice 3

Soit f e L(E).Montrer que :

1) (f noninjective) & (f =0 ou f estun diviseur de z€ro a gauche).

2) (f nonsurjective) © (f =0 ou f estun diviseur de zéro a droite).

Exercice 4

Soit f e L(E). On suppose qu’il existe un polynéme P e K[X ], annulateur de fet tel que P=PP, ou P, et P,

1
sont deux polyndmes non nuls de K[X ] sans racine commune (réelle ou complexe).

On admet (ou rappelle) le théoreme de Bézout pour les polyndmes : avec les hypotheses faites ci-dessus sur B
et P,,il existe (U,V)e K[X]* tel que UR +VP, =1.

o . A0
On veut prouver qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est de la forme (-()--J;-Ej ou A et B sont

des matrices carrées telles que B (A)=0 et P,(B)=0.0npose u=PF(f) et v=P,(f).
1) Justifier que uv =vu =0. En déduire que dim(keru)+dim(kerv)>n.
2) Montrer que keru nkerv={0}, puis que E=keru ®kerv.

3) Prouver que keru est stable par f et que B, est un polyndme annulateur de I’endomorphisme induit par f
sur keru et conclure.

4) Peut-on généraliser au cas ou P=PFP,..P. avec r =22 et oules P. sont des polyndmes non nuls de K[X]
deux a deux sans racine commune (réelle ou complexe) ?



PSI*

Exercice 5

Pour Ae M, (K) nilpotente, on pose exp(A) = Z%Ak .
k=0 K-

1) Soient A et B deux matrices nilpotentes de M, (K) qui commutent.
Montrer que alors A+ B est nilpotente et exp(A + B) = exp(A)xexp(B) =exp(B)xexp(A).

2) Montrer que exp(A) est inversible et donner son inverse.

Exercice 6

Soient A et B deux matrices non nulles de M (K) et ae K.

Existe-t-il M € M, (K) telle que aM +tr(M)A=B ?

Exercice 7

Soit G un sous-groupe fini de GL(E) (partie finie non vide de GL(E), stable par composition et passage a la
réciproque). On appelle r le cardinal de G.

1) On suppose que ZIr(g)zo. Montrer que Zg =0.

geG geG

2) Montrer que F = {xe E\VgeG,gx)= x} est un sous-espace de E de dimension l z tr(g).

r geG

Exercice 8

Soit fun endomorphisme de E. On pose N = UkeNker fretl= ﬂkeNIm .

On dit que f est nilpotent s’il existe une puissance de f nulle. On appelle alors indice de nilpotence de f le plus
petit entier naturel non nul o tel que f*=0.

1) Dans cette question, £ n’a pas besoin d’étre de dimension finie.

a. Montrer que les suites (ker f k)k . et (Im f k)k ., sont respectivement croissante et décroissante pour
€ €

I’inclusion.
b. Montrer que si, pour pe N,ona Im f” =Im f”*', alors Im f* =Im f” pour tout entier k > p .
c. Montrer que I’on a la méme propriété pour les ker f*.
d. Prouver que N et [ sont stables par f.
Dans la suite, on suppose que E est de dimension finie ne N
2) a. Prouver qu’il existe pe N tel que Im f” #Im "' si p#0 et Im f* =Im f” pour tout entier k> p .
b. Montrer qu’alors ker f” #ker f” si p#0 et ker f* =ker f” pour tout entier k> p .
c. Montrerque p<n.
d. Justifier que N =ker f” et I =Im f”, et prouver que E =ker f” ®@Im f”.

e. Montrer que la suite (rg( fO-re(f k”))k . est décroissante, et minorée par 1 jusqu’au rang p—1.

En déduire que pour tout ke[[l,p—l]] (quand p=>2): kSrg(f)—rg(fk“)Sk[n—rg(f)].
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3) On suppose ici que f est nilpotent, c’est-a-dire qu’il existe une puissance de f nulle. On appelle indice de
nilpotence de fle plus petit entier naturel non nul o tel que f* =0.

a. Montrer que I’indice de nilpotence de f'est p (défini dans la question précédente).
b. Justifier que f" =0.

c. On suppose que f #0. Justifier qu’il existe un vecteur x€ E tel que f”

famille (x, £(x), £>(x), ..., £ (x)) est libre.

(x)#0 et montrer que la

d. On suppose ici que p =n. Prouver alors qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de fest :

01 0 -0
00 1 ™. :
: ' . 0.

01
0 oo e 0 0

On revient au cas ou f est quelconque.

4) Montrer que I’endomorphisme induit par f sur N est nilpotent et que I’endomorphisme induit par f sur /
appartient a GL(I).
J :

(=]
S O =
(= ]

5) Existe-t-il une matrice Ae M,(K) telle que A’ ={

i@ < YoU GIVE ME $5 AND Pick e:b ) g
WANT To THE WINNERS OF EACH OF THE O > | | NEVER TELL
ENTER HOW'S 1T 4 TOURNAMENT GAMES. SoMEONE MAKE
MY NCAA WORK? IF YOU GET EVERY SINGLE YOUR 1T $7.

BASKETBALL I ONE RIGHT, I PAY YoU $e. MATH [
PoolL.? !

GRADES.

Exercice 9 (Inspiré de X-ESPCI)

Soit Ae M, (R).
1) On suppose que Tr(A)=0.
Prouver que A est semblable a une matrice dont le premier coefficient diagonal est nul.
2) Montrer que si T7r (A) =0, A peut se décomposer en une somme de deux matrices nilpotentes.
© On pourra prouver que A est semblable a une matrice dont tous les coefficients diagonaux sont nuls.

3) Si Ae M,(R), montrer que A et — A sont semblables si et seulement si 7r(A)=0.



PSI*

Exercice 10 (Mines-Ponts)

1) Montrer que pour toute forme linéaire Qe L(j\/ln (R),R), il existe une unique Ae M, (R) telle que pour

toute matrice M € M, (R), (M) =Tr(AM).

2) Déterminer les formes linéaires @& L(M,(R),R) telles que pour toutes matrices M,Ne M, (R),

O(MN) =(NM) .

Exercice 11 (inspiré de Mines-Ponts) Pour les 5/2. Les 3/2 peuvent revenir a cet exercice apres le chapitre 8.

Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie et ue L(E) tel que u’ =id,,.

1) Prouver que Im(u-—id,)=ker(w’+u+id,), ker(u—id,)=Im@u’+u+id,) et que ker(u-—id,) et

Im (u—id,) sont supplémentaires dans E.

2) Déterminer les sous-espaces stables par u quand K=C.

3) Méme question quand K=R.

Lou bakes 100 If she begins eating
chocolate cookies, 200 them one at a timeat
chocolate chip cookies, random, what is the
and 300 chocolate-chocolate | | probability of —..

JUST CHECK
WHAT'S WITH MY MATH,
ALL THE oK?




