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Corrigé du DM n° 1

1y

2)

La division euclidienne de P par Q s’écrit P=LQ+R avec (L,R)e C[X]* et degR<degQ.

Alors :
£_LQ+R _7 5

Q 0 0

De plus, si gz L+g avec (L,R)e C[X]* tel que deg R <deg(Q, alors :

P_LQ+R
o o

P=LO+R.

Comme degR<degQ, P=LQ+R estdivision euclidienne de P par Q, qui est unique, donc L

et R sont uniques et finalement :

1l existe un unique couple (L,R)e C[X]* tel que deg R <degQ et g= L+§ .

On fixe a,be C tels que a #b et on prouve la propriété voulue par récurrence sur pe N .

1
a-b’

Posons 6=

e [nitialisation : Pour p=1,ona:

1 _ 1 ( 11 j: 8 3
(X-a)(X-b) a-b\X-a X-b) X-a X-b
Avec A=0e C et A=—0e C[X], on a la forme voulue.
La propriété est donc vraie aurang p =1.
e Hérédité : On suppose la propriété vraie aunrang pe N'. Ona:

1 1 1 ) )

(X-a)(X-b)"" (X=a)(X=D)(X-b)" (X-a)(X-b) (X-b)"
Par hypothese de récurrence, il existe (A, A)e CxC[X] tel que :

1 :k+A
(X-a)(X-b)" X-a (X-b)"

Donc :

1 A dA 3 __kS_ﬁXX—MA—B

(X—a)(X_b)p+1_X—a+(X_b)p (X—b)”“_X—a (X_b)p+1

Avec A3e C et 8(X —b)A—-8e C[X], on a la forme voulue et la propriété est vraie au

rang p+1.
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Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout pe N :

I existe (A, A)e CxC[X] tel que ( ! I ;A
X

—a)(X-b) X-a (X-b)

o P - P
3) Supposons qu’il existe (7,..., P.)e C[X]" tel que —=L+ ) —*—.
o = (X —a, )"

Comme £: L+£, on a alors 52 Lﬂ

Q0 I (X —ak) ‘

o R & P )
On veut donc prouver qu’il existe (P, ..., P.)e C[X]" tel que — ————— . Procédons par
= (X —a,)"

récurrence sur n=degQe N'.

e [nitialisation : Pour n=1,ona Q=X —a et —= a la forme voulue. La propriété est

X—-a
donc vraie aurang n=1.
e Hérédité : On suppose la propriété vraie 2 un rang n=degQe N .

Soient alors P,Q € C[X], non nuls, sans racine complexe commune, tels que degQ =n+1

et Q est unitaire. On peut écrire Q =(X —a)Q, avec Q, :H(X —a, )" etdegQ =n .

k=1

R a S
Par hypothése de récurrence, — = » ——~%— donc :

Q1 k=1 (X —a, )nk

<

R_ S
0 S(X-a)(X-a)"

o Sia#a,,alors d’apres la question précédente, il existe (A, A, )€ CxC[X] tel que :

1 A, A
= -
(X-a)(X-q)" X-a (X-q)"

1 1
o Sia=a,,alors =

(X-a)(X-a,)" (X-a)"

Ainsi :

o Sipourtout ke |I1,r]] , a#a,,alors:

R z Z’: AS, _ S +’ AS,
X—a kl(X—ak)nk (X—a)1 k:l(X—Clk)nk

ol =YL, eC[X] et AS, e C[X] pour tout ke [1,r].

k=1
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o Silexiste k€ [Lr] tel que a= a, ,alors :

R 1 - Sk 5o AS, N 5L AS
—= S, + : + = +y —+
Q X_ak_l,%ﬁko K~k (X—ako) ot é(x Clk) (X—ako) o+l kl;zklo(X_ak) K

ou S=(X-aq )" > AS +S, eCIX]et AS, e CIX] pour tout ke [Lr]\{k,} .

k=1, k#k,

R Cgg -
Dans les deux cas, — a la forme voulue et la propriété est vraie au rang n+1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout ne N .

P P,
Ainsi, il existe (P, . e C[X] telque —=L+ ) ———
S Q ;(X a )"

Pour tout k€ [1,r], notons P, =(X —a,)" L, +R, avec degR, <n, la division euclidienne de
P, par (X —a,)" . Onaalors :
L (X-a)" L+R < r R,

R
—= =2 bt —— -
0 = (X—ak)k k=1 k:I(X—ak)k

Rz(zr:LkJQ+ r RO,

Comme degR, <n, et degQ, =degQ—n,,ona degR O, <degQ, donc ZdengQk <degQ.
k=1

Soit :

Ainsi :
deg(zr‘,Lk}degQ =deg((2LkJQj=deg(R—Zr:Rkaj <degQ.

_” Rk

R
0 =F(X-a)"

Soit deg(Zij<0, donc ZLk =0 et
k=1 k=1

Ainsi, quitte a remplacer les P, par les R, , on peut supposer que deg P, <n, pour tout k € |Il, r]]

et finalement :

I existe (B, ..., P.)e C[X]" tel que pour tout k€ [[I,r], deg P, <n, et §:L+ —

4) Pour tout ke [[1, r]], la formule de Taylor pour P, donne avec deg P, <n, :

) n =1 p(0)
R O R R CUCSTAR

=0 (=0 )
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Donc :
0 (X ak) =1 (=0 f' (X—ak)nk P A (X— k)nk_/

5)

Apres ré-indexation, on obtient :

roon Pk(nk—f)(ak) 1

=L+ -
o (g —=10)! (X—ak)/

Lid
Q

Ainsi :

£=L+ o,
0 k=1 =1 (X —ak)“

P(nk—f)(a )
- avec pour tout k€ [1,r] ettout L€ [Ln, ], o, , =—-4——2

(n,—0)"

Si toutes les racines de Q sont simples, le résultat de la question 3 s’écrit :

__L+ZX a,

ou pour tout ke [[l,r]], o, est un polyndome de degré strictement inférieur a 1, donc constant.

Autrement, les o, sont des constantes complexes.

Soit ke [[1,r].Ona:

P a o
—(X—-a,)=(X—-a, )L+a, +(X —a L
Q( )=(X—a)L+oy, +( k)[_LZHX_a/

Donc :
lim PG )(z—ak):lim (z—a,)L(z)+a, +(z—a,) Zr: el
2a Q(2) 7% (=1 2k £ — @,
Or, a, estune racine simple de Q, donc lim o) = lim 0(x)~0(a,)
Z—=a; Z—ak Z—=a; Z_ak
o, = lim P2 (z—a,)=lim P(z) P'(a") .
zoa Q(Z) Zoa, Q(Z) Q (ak)
z—a,
Ainsi :
—=L+Z o avec pour tout ke[[l,r]],akzﬁ.
k=1 X k Q (ak)
Soit ke [[1,r]. Ona
n 4 P
P(X—ak)k: (X-a)"| L+ ) d +P,.

o, .

=Q'(a,)#0,d’ot :
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Donc, pour tout j € [1,n, |, on a avec la formule de Leibniz :

5
9
r P. ,
(iJ =|(X=a)" | L+ >, —F—|| +RY
O j:1j¢k(x_aj)f
(=)
(] p 08 - P, J ,
:Z( j[(X_ak)k} L+ 3 ——| +BY”
jzlj#c(X—aj '

(j=9)

. : P |
—Z( ]nk(nk—1)...(nk—s+l)(X—ak)"* L+ Y —— |  +pY
s=0 jzlj;tk(X_aj)/

Etpour je[Ln] et se[0,j],ona n —s>1,donc:

0 j (a)=P"(a,).

k

e IP(J)
Ainsi, avec la formule Taylor, P, = ZM

' (X —a,)’, vue dabs la question 4, on a bien :
=0 J:

p-% [—j @) (X-a)

jO.]

P(”k ”(ak)

On avait pour tout k € [I,r] et tout (€ [L,n], a,, = v
n,—10)!

(m=1)
Avec (aj (a,)=P""(a,), on obtient pour tout k€ [1,r] et tout L€ [L,n,] :
k

1 (Y
o, , = — a
k.t (nk_€)|(ij ( k)
: b

7) Avec £=L+ —————.,ona:
:1(X—ak)k

P=QL+) RO, .
k=1
Et pour tout k€ [[1,r]], degP, <n, et:

deg PO, =deg P, +degQ, =deg P, +degQ—n,  <degQ.

Donc deg z PO, <degQ, ce qui veut dire que P=QL+ z FP.Q, estla division euclidienne de

k=1 k=1
P par Q (qui est unique), donc que L est le quotient dans cette division, donc unique.
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8)

Vlk—l ) )
Or, d’apres la question précédente, P, = zi(ij (ak)(X —-a, )] pour tout ke [[1,r]], donc

=0 J -\ &k

les P, sont définis de maniére unique a I’aide de P et Q.

Ainsi, si L et les P, sont uniques :

. . P e P )
La décomposition en éléments simples de — =L+ ) ——*—— est unique.
= (X —a, )"
Soit ne N fixé.
25
Onpose P=X",Q=X"-let w=e¢ " .Ona:
L. =1+ | =1+
- n - n - AN
Q0 X"-1 X'-1 HISkSn(X_w )
. . - . . - o
Les racines de Q sont toutes simples, donc on peut utiliser la question 5, soit —=1+ z ¥ —
=1 A& —
avec pour tout k€ [[1,r] :
~ P((Dk) ~ " _m_k
k Q 1(0)1() n 0)k(}’t—l) n
Ainsi :
.. . X" X" 1S of
la décomposition en éléments simples de est =1 +—Z @ -
X"-1 X"-1 niog X -

On pose maintenant P=1 et Q = (X2 —l)n =(X —-1)"(X +1)". D’apres la question 6, on a:

(n=0) (n=0)
1 1 n ) 1 1 : 1)
1 1 1 n (n=O! (X +1) n (=0 (X -1)

o (o) (- (x+) & (X—-1) TZ (X+1)

Or, pour tout ke N :

(k)

(X +1)" (=D (x+1)""
Donc :
(n—0)
1 e 2n—=r-1! 1
D=(-1 .
[(X+1)”] D=V T
Et de méme :

(n=0)
1 ,2n—=t-1! 1
—D=(-1 .
[(X—l)"} D=0
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Finalement :
1 a Cn—0-1)"! 1 1 . 2n—=r-1! 1
n (_ 1) 2n—{ n (_ 1) 2n—/{
1 _ (n—20)! (n-1)! 2 +Z(n—€)! (n-1! 2
(Xz—l)n =1 (X—l)/ =1 (X +l)€
Soit :

| Gl VA S PV B e 1 (1) (2n—1-1 1
- 22n Z( 1)2( n—1 j( 22n 22( j

X—l) =1 (X+1)[




