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Corrigé du DS n° 2

Probleme n° 1

I — Nilpotence d’indice 1

Q1. Un endomorphisme u nilpotent d’indice 1 vérifie ' =u =0, donc :

Le seul endomorphisme nilpotent d’indice 1 est I’endomorphisme nul.

Q2. Comme I’indice de nilpotence de u est pe N*,ona par définition, u” =0, mais u”#0, donc:

Il existe un vecteur x de E tel que u”"'(x) #0.

p-1

Q3. Soient A, A, ..., A desréels tels que Zkkuk(x) = k0x+7u1u(x)+...+7up_1u”_1(x) =0.

k=0
Supposons que I’'un des A, ne soit pas nul. L’ensemble {k € [[0, p —1]] \A, # 0} est alors une partie non vide de

N, donc admet un plus petit élément me [0, p —1]]. On aalors A, =0 pourtout k <m et A, #0, donc:

Au" () + A, u" () + Xp_lu"_l (x)=0.

p-1-m

En appliquant, u a cette relation, on obtient Xmu"_l (x)=0. Ceci est absurde car A, #0 et u” T(x)#0.
Ainsi, supposons que I’'un des A, n’est pas nul mene a une absurdité, donc tous les A, sont nuls, ce qui prouve

que :

La famille (uk (x)) est libre.

0<k<p-1

La famille (uk (x)) contient p vecteurs. Comme on est en dimension 7, cette famille, qui est libre, contient

0<k<p-1

au plus n vecteurs, donc :

p<n

II - Réduction d’une matrice nilpotente de M,(C)

Q4. On vientde voirque p<n.Commeici n=2 et p>2,onabien:

p=2

2
Onaalors u” =uou=0, donc :

Imu ckeru.
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Mais, u est non nul (car p=2 et pas 1), donc keru # E, soit dim(keru)<1, et Imu #{0}, soit rgu>1.
Ainsi, 1< rgu <dim(keru) <1, soit :

rgu=dim(keru)=1.

Finalement, on a Imu c keru et rgu =dim(keru), donc :

keru=Imu

Q5. Reprenons le vecteur x introduit dans Q2.

D’apres Q3, la famille (e, e,) = (x, u(x)) est libre. Comme elle contient 2 vecteurs, ¢’est une base de E (qui est

de dimension 2). Et :
u(e)=u(x)=e, et ule,)= u(u(x)) =u’(x)=0.

Ainsi :

Dans la base (‘31’ ez) = (x, u(x)) de E, la matrice de u est égale a J, = ((1) gj .

Q6. Ona Tr(0,)=det(0,)=0.
Soit M € M, (C), non nulle, et u I’endomorphisme de C? canoniquement associé a M.

Si M est nilpotente, u I’est aussi par définition, et on vient de voir qu’alors il existe une base de C* dans
laquelle la matrice de u est J,, autrement dit, M est semblable a la matrice J,. Alors :

Tr(M)=Tr(J,)=0

det(M)=det(J,)=0

Réciproquement, supposons que 7r(M)=det(M)=0.

Alors, M n’est pas inversible (car det(M)=0), il existe donc un vecteur e, #0 tel que u(e,)=0. Si on

complete ce vecteur en une base (el, ez) de C*,ona:

a 0

M(em)(u)z( Oj avec a,ce C.

c

0
Alors, Tr(M)=Tr(u)=Tr(N)=a=0, donc Nz(
c

] et N> = 0,, ce qui prouve que u est nilpotent, donc

que M est nilpotente.

Finalement, M est nilpotente si et seulement si 7r (M ) =det (M) =0, autrement dit :

Les matrices nilpotentes de M, (C) sont les matrices de trace nulle et de déterminant nul.
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III - Réduction d’une matrice de M, (C), nilpotente d’indice 2

Q7. Comme dans Q4, p=2 donne u’ =uou =0, et donc :

Imu c keru

Ceci implique que r =rgu <dim(keru) et le théoréme du rang donne :
rgu+dim(keru)=r+dim(keru)=dimE=n < dim(keru)=n-r.

Alors, r <dim(keru) se récrit r <n—r, soit:

2r<n

Q8. On suppose ici que keru =Imu.

On a r=rgu. Soit (fl,fz,...,f,) est une base de Imu . Comme pour tout ke [[l,r]], S, € Imu, 1l existe

e, € E tel que f, =u(e,).
Montrons alors que la famille (el, u(e), e, ule,),...,e,, u(e,)) est libre.
Soient A, 1, A,, U,,..., A, 1, des scalaires tels que :
e +uule)+Ae, +nu(e,)+...+Ahe +nue,)=0.
En appliquant u, on obtient (sans oublier que u> =0) :
Mu(e) +wu’(e) +Mule,) +w,u’(e) +...+hule )+ u’(e,) = hule,)+Au(e,) +...+ A u(e,)=0.
Or, la famille (u(e,), u(e,), ..., u(e,))=(f,, f,, -, f,) estune base Imu, elle est libre et donc :
A=A, =...=A =0.
On a alors Wu(e,)+ W u(e,)+...+ W u(e,)=0 et laliberté de (u(e,), u(e,), ..., u(e,)) implique aussi que :
n=u,=..=u =0.
Finalement, A, =A, =...=A =, =, =...=p_ =0, donc la famille (¢, u(e,), e,, u(e,), ..., e,, u(e,)) est libre.

Enfin, toujours avec keru =Imu, on a dim(keru)=n—r=r, donc:
n=2r.

Ainsi, (el, u(e), e, ule,), ..., e, u(e,)) est une famille libre de 2r =n =dim E vecteurs de £, donc :

La famille B =(e,, u(e,), e,, u(e,), ..., e,, u(e,)) est une base de E.
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Pour tout k€ [[L,r], u(u(e,))=u’(e,)=0, donc :

00 0 -+« cvv vve 00
100 0
000 . :
Ma@= %o g
: E .00
0 000
00 -+ cev ene 010

Q9. On suppose ici que keru #Imu.

Avec toujours Imu c keru, ona r <dim(keru) et donc 2r <n, soit n—2r2>1.

Comme dans la question précédente, on considere (u(el),u(ez), ...,u(e,)) une base de Imu que 1’on peut

compléter en (u(e,), u(e,), ..., u(e,), v, v,, ..., v, ,, ) une base de keru (car Imu < keru).

n-2r
Soient A, W, Ayy Boseees Ay Yy Yas o5 ¥, 0, des scalaires tels que :
he +nu(e)+..+Ae +pule)+yv,+..+v, .,V , =0.
En appliquant u, on obtient (sans oublier que u* =0 et que les v, sont dans keru) :
Au(e)+...+Au(e)=0.

Par liberté de (u(e,), u(e,), ..., u(e,)), qui est une base de Imu ,ona A, =A,=..=A, =0 etdonc:

Mlu(el) ++Hrl/l(€r) + Ylvl +...+ ’Yn—ern—Zr = O °

Par liberté de (u(el), u(e,),...,u(e,), vy, vy, ..., vn_Zr) , qui est une base de keru,ona:

Ml:"‘:Mr:'Yl:"':vn—ZrZO'
Et donc :
M=A, == =, ==L =Y, =..=V =0.

n=2r

Ceci prouve que la famille (el,u(el), e, u(e,),....,e ue), vl,vz,...,vn_Zr) est libre et, comme elle contient

2r+n—2r=n=dim E vecteurs de E :

La famille B =(e,, u(e)), e, u(e,), ..., e,, u(e,), v, v,, ..., v, ,. ) est une base de E.

n-2r

Pour tout ke [1,r], u(u(e,))=u’(e,) =0 ettout ke [l,n—2r], u(v,)=0, donc :

000 000 0
1 0
0
1
0
My(u)=
000
10
000
0 S0
00 0000--0
2r n-2r—
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IV — Racines carrées de matrices nilpotentes

13 -7
IV.1) Onpose A=|2 6 —14 | et on note u I’endomorphisme de C’ canoniquement associé a A.
13 -7

Q10. Ona:

Tr(A)=1+6-7=0

Notons C,, C,, C, les colonnes de A. Ona C, #0, C, =2C, et C;=-7C,, donc :

rg(A)=1

Q11. Ona AC, =0,,, donc AC, = AC, =0, etainsi, A>=0,. Comme A#0, :

A est nilpotente d’indice 2.

000

Q12. On veut montrer que A est semblable a diag (J,,J,)= 1”0159 :
000

Autrement dit, on veut prouver I’existence d’une base B=(e,e,,¢e,) de C’ telle que u(e)=e, (donc
e,€Imu) et u(e,)=u(e;) =0 (donc e,,e, € keru ). Comme dim(keru) =3—-rgu=2 (d’apres le théoréme du

rang), on a alors Imu = Vect(e, ) et keru = Vect(e,, e, ).

On a C,elmu et on a vu que AC, =0,, donc C, € keru. Ainsi, on peut poser e, =C, (en identifiant les
espaces C* et M, (C)).

Reste a trouver e, un antécédent de e, par u et e, un autre vecteur de keru , non colinéaire a e, .

X
Si X ={y]e M, ,(C),ona AX =(x+3y-7z)C,, donc :
Z

-2
e AX =C, quand x+3y-7z=1, donc e :( 1 J est un antécédent de e, par u ;
0

-3
e AX =0,, quand x+3y—7z=0, donc e, =( 1 ]e keru et n’est pas colinéaire a e, .
0

Remarquons qu’alors, Q9 permet de conclure que B =(e,, ¢,, ¢;) est bien une base de C*. Ainsi :

00{0 -21-3
P'AP =diag(J,,J,)=|10/0 | avec P=| 1 2 1
000 010

Q13. Ona A’ = 0,, donc si R*=A,alors R*=(R*)*=A*= 0,, donc R est nilpotente et ainsi :

p est nilpotent.
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On a de plus p°=u, donc pu=pp>=p’ =p’p=up, donc u et p commutent, ce qui permet de conclure
immédiatement que :

Imu et keru sont stables par p.

0
Q14. Notons N =diag(J,,J,)=|1 . Rappelons que I'on a alors P"'AP=N .
0

S O O
S O O

Soient Re M,(C) et R'=P'RP.Ona R”=(P"'RP)’=P'R°P, donc :
R°=A & P'R°P=P'AP & R"”=N.

Remarquons aussi que dans ce cas, R' et N commutent (car p et ¥ commutent).

a b c
Alors, sionpose R'=|d e f |,ona:
g h i
000 b 00 a=e a 00
NR'=R'N & |a b cl|=|e 00 <:>{___ & '=\d a f
000) (h0oO b=c=h=0 g 0 i
a@ 0 0
Alors, R” =|2ad + fg a” af +fi | et:
. 2
ag+gi O i
a’=i*=0
. . 00 O
+fi=0 =i=0
RP=N o ¥ ﬁ' @{a_l & R'=|d 0 1/g]|
ag +gi=0 fg=1 20 0
2ad + fg =1
Ainsi :
00 O 00 O
R°=A & R'=P'RP=|a 0 1/p| & R=Ploa 0 1/B|P"'
B O 0 B O O
avec (a,p)e CxC".
Finalement :
00 O
L’ensemble des racines carrées de Aest < P| o 0 1/ |P~", (a,p)e CxC’
B O O
1V.2)
000
Q15. On considere une éventuelle matrice Re M,(C) telleque R°=J,={100|.Ona:
010
000
R'=J;=/000]| et R°=J;=0,.
100
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Le résultat ci-dessus montre que R est nilpotente d’indice p >4 (car R* #0,).

Or, on peut reprendre le raisonnement effectué dans les questions Q2 et Q3 : en partant d’un vecteur x de E tel

p-1

que u”" (x)#0, on montre que la famille (uk (x)) est libre et donc que p <3.

0<k<p-1

On arrive ainsi a une absurdité (p >4 et p<3), donc:

L’équation matricielle R* =J, n’admet pas de solution.

IV.3)
Q16. Soit Re M (C).

De la méme facon que ci-dessus (toujours avec la méthode des questions Q2 et Q3), on prouve que si R est
nilpotente d’indice ge N", alors g<n.
Si R*=V,ona:

R*"V =V 20, et R*=V"=0,.

Ceci prouve que R est nilpotente d’indice ge N* tel que ¢ >2(p—1), soit g=2p—1.

Comme g <n, on aforcément 2p—1<n et ainsi :

Si 2p—1>n, alors il n’existe aucune solution.

0--- 0 10
01
Q17. 1l suffit de prendre V =R* avec R=|:  (0) 0.
O .
00 - - 0
0--- 0 01
00
OnaV=! (0 0|etV?>=0, donc:
0 .
00 0

V est nilpotente d’indice p =2 et admet R comme racine carrée.

V — Réduction des matrices nilpotentes

Soit u un endomorphisme de E nilpotent d’indice p >2, donc u” =0, et u”” #0,,.

Q18. Ona Imu c E, donc u(Imu)cu(E)=Imu et ainsi :

Imu est stable par u.

Soit e L(Imu) 1’endomorphisme induit par u sur Imu .

Pour tout xe Imu, il existe ze E tel que x=u(z) et:

") =u"" () =u""(u(z))=u"(z)=0.



PSI* octobre 2026

Donc, "™ =0,,., et i est nilpotent d’indice inférieur ou égal a p—1.
Deux cas se présentent.
e Sip=2,alors u=0,,, ,donc i estnilpotent d’indice 1.
e Sip=3,ilexiste ze E tel que u”"'(2) #0 (car u”" #0,.,,). En posant x=u(z)€ Imu,ona:
a"(x) =u"(x)=u""(u(z))=u""(2) 20.
Donc, " #0,,,, et i estnilpotent d’indice p—1.

Finalement, dans les deux cas :

i est nilpotent d’indice p—1.

Q19. Pour xe E\{0}, on note C,(x)= Vect(u* (x), ke N).

Pour tout ke N, u(u"(x)) =u"*'(x)e C,(x), donc u(C,(x)) c C,(x), autrement dit :

C,(x) est stable par u.

On a u”(x)=0, donc I’ensemble {ke N, uf(x) = 0} est non vide (il contient p). Or, toute partie non vide de

N" admet un plus petit élément, donc :

Il existe un plus petit entier s(x)>1 tel que u*™(x)=0.

Q20. La famille (x, u(x), ..., u'! (x)) est une famille de vecteurs de C,(x).

Par définition, s(x)e {ke N", u* (x)=0}, donc u*™(x)=0.
De plus :
e sis(x)=1,alors ' (x)=x#0 ;
o si  s(x=2, alors s(x)-leN’, mais s(x)-1<s(x)=min{ke N",u*(x)=0}, donc
s(x)—le{ke N, u (x)=0} et w™"(x)=0.
Ainsi, dans les deux cas, on a u* ' (x) 0.

On montre alors comme dans la question Q3 que :

La famille (x,u(x),...,u““‘)’l(x)) est libre.

De plus, pour tout ke N tel que k > s(x),ona:
uk (x) — uk—s(x)+s(x) (x) — uk—s(x) (us(x) (x)) — uk—s(x) (O) — 0 .
Donc, C,(x)= Vect (uk (x), ke N) = Vect (x, u(x), ..., u"" (x)) et ainsi

La famille (x, u(x), ..., u"?! (x)) est génératrice de C,(x).
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Finalement, la famille (x, u(x), ..., us(”‘l(x)) est libre et génératrice de C,(x), donc :

(x, u(x), ..., us(”‘l(x)) est une base de C,(x).

Notons &, € L(C,(x)) I’endomorphisme induit par u sur C,(x).

Pour tout k& [0,s(x)—1], ona i, (u* (x)) =u(u*(x)) =u*"'(x), avec i, (1’ (x)) =u’™ (x) =0.

On adonc :
0 0 - .- 0
1 0 . :
(x,u(x),...,u““)*l(x))(~x): 0 1 " _JS(X)
000
0 010

Q21. On veut prouver par récurrence sur p =2 que pour tout C-espace vectoriel E de dimension finie et tout
t
endomorphisme u de E, nilpotent d’indice p, il existe des vecteurs x,, x,, ..., x, € E telsque E = @1 C, (x).

Pour p=2, on a vu dans la partie IIT qu’il existe une famille (e,,...,e,,v,...,v,, ) de vecteurs de E (avec
r=rgu) telle que (e, u(e), e, ue,),..., e, ue.),v,v,,..,v,, ) est une base de E et v, € keru pour tout

ke[1,n-2r], donc C,(v,) = Vect(v,).
De plus, comme u* =0, ona C,(¢) = Vect(e,, u(e,)) pour tout i€ [1,r].
Comme (e, u(e,), e,,u(e,), ..., e,,u(e,), v,,v,, ..., v, , ) est une base de E, on a
E =Vect(e,,u(e))®...® Vect(e,, u(e,))® Vect (v,) ®...® Vect (v, ,,)
=C,(¢)9..@C,(e,)®C,(v)®..®C,(v,_,,)
La propriété est donc vraie aurang p=2.
Hérédité
On suppose que la propriété est vraie aunrang p >2.

Soit alors # un endomorphisme d’un C-espace vectoriel E de dimension finie n, avec u nilpotent d’indice
p+1.

Dans la question Q18, on a vu que Imu est stable par u et que I’endomorphisme # induit par u# sur Imu est
nilpotent, d’indice p+1—1= p. On peut donc appliquer I’hypothese de récurrence a i .

Ainsi, il existe des vecteurs y,, ¥,,..., ¥, € Imu tels que Imu = G}ICﬁ(yi).
Pour tout i€ [,¢], y,€ Imu donc il existe x, € E tel que y, =u(x,).

Remarquons que pour tout ke N, on a u""'(x)=u"(u(x,))=u"(y,), donc '’ (x,)=u""""(y,)#0 et
uM (x)=u'""(y,)=0, et ainsi :

s(x;)=s(y,)+1.
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Soit (k ik )IS,-S, une famille de scalaires telle que :

0<k<s(y;)
¢ s(n)
D kit (x)=0.
i=l k=0
En appliquant u, on obtient :
ros(y) . t s(y) ial ts() . ts(y;)-1 .
u Aot () (=D A" ) =D At () =D D) Aut(3)=0.
i=l k=0 i=l k=0 i=l k=0 i=l k=0
Or, les Cﬂ(yl.)=Vect(yi,u(yl.),...,u‘“y')_l(yi)) sont en somme directe, donc la famille (uk(yi))lsl.s, est

0<k<s(y;)-1

libre, donc la relation ci-dessus implique que A,, =0 pour tout i€ [1,¢] et tout k€ [0,s(y,)—1]. On a alors :

t t
s(y;) _ s(y;)-1 _
> Ayt (x,) = ZALS(L)u (v,)=0.
i=1 i=1

. s(y;)-1
Or, pour tout i€ L], A, u

A

(y.)e C.(y,) et toujours du fait de la somme directe des C.(y,), on a

=0 pour tout i€ [1,¢].

is()
tos()
Finalement, >~ > A, " (x,)=0 implique que A,, =0 pour tout i€ [1,¢] et tout k € [0,5(y,)], donc la famille
i=1 k=0
(uk(xl.))lgig est libre. Avec C, (x,)= Vect(xl., u(x;), uz(xl.), s u“y’)(xl.)) pour tout i€ [[l,t]], ceci prouve
0<k<s(y;)
que :

Zcu('xi) = .(-Blcu('xi) :
i=1 =

Remarquons que ceci implique que pour tout i e [[1,t]] , la famille (xl., u(x,), uz(xl.), -y u‘()")(xl.)) et libre et donc

que :
C,(x,) = Vect(x,, u(x), u’ (x), ..., """ (x,))
= Vect (x,, u(x,), 1° (x,), ...’ (x,)) @ Vet (1" (x,))
=C, (x,)® Vect (1’ (x,))
avec C,'(x;) = Vect (x,, u(x,), u* (x), .., u""""(x)).

On a alors :

®C,(x)=F @(@Vect(u”’)(xi))) = F ® Vet (1’ (x), .,u’*’(x)) (@)

avec F =é5>lcu '(x,).
Ona:
dim F =) dim(C, '(xl.)):Zs(yl.):dim(éalcﬁ(yi)j:dim(hnu):rgu.
i=1 i=1 =
Donc :
dim F +dim (keru) = rg u+dim(keru)=n.

Ceci permet de conclure que :
F+keru=F®keru=FE 2)
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Par ailleurs, pour tout i€ [1,7], u(u‘“"”)(xi)) =u*" (u(x,))=u’""(y,)=0 donc u**’(x,)€ keru . Ainsi :
Vect(us‘y‘)(xl), s u“(y')(x,)) ckeru.

De plus, dim(Vect(u‘Y(y‘)(xl), s u“(yf’(x,))) =1 car la famille (us‘y‘)(xl), s u“(y')(x,)) est extraite d’une famille

libre, donc libre.
On peut compléter la famille (us‘y‘)(xl), ...,u“y"(x,)) en une base (us‘y‘)(xl), e, 7 (X)), 0, ...,va) de keru

avec dim(keru)=r+o=n-rgu,donc a=n—-rgu—t.
Comme la famille (us‘y‘)(xl), e, (X)), va) est une base de keru , on peut écrire :
keru = Vect(u‘(y')(xl), e, WO (X)), V(,)
= Vect (1’ (x,), ..., u""(x,) ) ® Vect (v,) ®...® Vect (v, )
Et comme plus haut C,(v,) = Vect(v, ), pour tout k € [1,a], donc :
keru=Vect (1’ (x),....u""(x))®C, (1) ®..8C,(v,) (3)
Finalement, avec (1), (2) et (3), on obtient :

E=F ®@keru
= F ® Vect (4 (x), .., u’" (1)) ®C,(1) ®...0 C,(v,) .

. (@lc (x,.)j ®C,(1)®..0C,(v,)

Ceci prouve que la propriété est vraie au rang p+1.
Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout p > 2.

Ainsi, pour tout endomorphisme u de E, nilpotent d’indice p :

Il existe x,, x,,..., x, € E tels que Ez@Cu(xi).

Q22. Pour tout i€ [1,¢], C,(x,) est stable par u (question Q19) et il existe une base (xl., u(x,), ..., u“"")_l(xl.))

de C,(x;) dans laquelle la matrice de I’endomorphisme induit par u sur C,(x;) est J ., (question Q20).
Comme E:(J_BICM(xi), Bz(xl,u(xl),...,u‘v(""’l(xl),...,x,,u(x,),...,u“)")‘l(x,)) est une base de E, on peut

t
immédiatement conclure que la matrice de u dans cette base B, adaptée a la décomposition E = @1 C,(x),est:

M 4 (u) = diag (Jsu,)’ e Js(x,))

V — Exponentielle d’une matrice nilpotente
Q23. Voirle TD n°® 2.

0!
Q24. Pour tout entier o0 =2, on peut écrire J , = (—--lﬁiﬁ -------- —j = (Bi il )
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Prouvons par récurrence finie sur k£ que pour tout k € [[1, oc]] :

0,0
1 =(00), g { (Ioj auand e ﬂl’“‘lﬂ-

e D’apres ce que I’on vient de voir, la propriété est vraie au rang k =1.

* Supposons la propriété vraie a un rang k € [1,o.—1] (possible car a.—1>1).

En notant [M ]m, les coefficients d’une matrice M, on a pour tous i, j& [1a] :
o o

[‘IockJrl Iy = Z[Ju ],4 I:Jock L’j = Zsi,mlszr,ﬂk = 8i,j+k+1 .
N /=1 N /=1

i 0
Donc, J = (8, )i,jeﬂl.(x]] = (—-5'-9‘-:-’f~fr-—-~-5-~-j et la propriété est vraie au rang k +1.

Ainsi, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k € [1,a].

cx:(s

o

Remarquons qu’alors J =0, car pour tous i, j€ [[1, Oc]], i<o< j+o,donc o .. =0.

i,j+o )i,je[[l,oc]] i,j+o

Alors, pour tout entier k>0, J =J ] *=7J "0, =0, et finalement pour tout ke N :

o quand k=0
0 )
b ) ke D _
Jo = (Si,ﬂk )i,je[[l,oc]] = ( I an-k,kj quand k € 1,0 —1]
0, quand k > o

On a alors :
exp(/)=3 0 =S L5,
* %=0 k! “ =0 k! ALRINS |
Soit :
1 0 0
1 1

: A
Vol -~ /2 1 1

Q25. D’apres la question Q22, la matrice de u dans une base adaptée B est :

My () =diag (J ).\ J )

Alors :
exp(M,(u)) = i%(MB )" = Zm%(diag (4o o) ))k _ i%(diag (75 IE ))
k=0 . k=0 . k=0 .

= diag (i%]ﬁxl), . i%fﬁmj = diag (exp(J ) - exp(1,, )

k=0 k=0
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Donc :
1 0 - -+ 0 1 0 - - 0
o1 : I O :
exp(My())=diag|| V2 1 "~ " il U2 1 e
T T
Us(x)! =+ 172 1 1 Us(x)! -+ 172 1 1

Probleme n° 2

Q26. Supposons que ¢ est un nombre rationnel. Il existe alors p,ge NxN" tels que o = 2 Onaalors :
q

_1|pg,—ap,| (lj
=—"="= o |—|.
q qn n—+o qn

Donc, pg,—qp,= o (1), autrement dit, pg, —qgp, ————0.

n—>+oo

AR
q,

L_Py
q 4,

a_

Or, pour tout ne N, pg, —qgp, est entier et une suite d’entiers qui converge vers 0 est nulle a partir d’un certain

rang. Ainsi, il existe Ne N tel que pg, —gp, =0, soit Py — P _ g Ceci contredit I’hypothese que P 4

qN q qn
pour tout n€ N, donc supposer que o est rationnel mene a une absurdité. Ainsi :

o est un nombre irrationnel.

‘o 1 L .
Q27. La série ZF est une série de Riemann convergente (car 2 >1), donc :

{2)= Z% est bien défini.
k=1

Pour tout ne N* et pour tout k€ |I1,n]] , kld, (car d, = PPCM (1, 2, ..., n)) et on peut poser A, =%e N°.

SR Y N
=1 R =
k=1 k=1 k=1

Et donc en posant p, = Z?x,kz eN'etg,=d’,onabien:

k=1

On a alors :

1 _p

k=1 k* q,

= lim z z ! ={(2) et pour tout ne N’

- 1

7 -
k=n+1 k

— !l &1

k=1 k=1
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. 1 . o "
La fonction 7 > — est continue et décroissante sur [1,+ oo et pour tout ne N
t

n+l
1 Sjn+l£:|:_lj| :l_ 1 Si
2 2 2

(n+1) 4 t], n n+l n
Donc :
RS § (R B SR IR o
k=n (k + 1) k=n k k +1 k=n k k=n+1 k n n k=n+1 k
oL s
n nt Sk n
1 1 1 . L . .
Et comme T ey le théoreme des gendarmes appliqué aux équivalents permet de conclure que :
p - 1 1
(@-L=y =~ =
q,| Shk o
g d’ .
Or, nld,, donc =+ =—->d >n et par comparaison :
non
lim ¢, [£2)-22= lim 2 =t .
n—+ oo ' n—+ oo n
. 1 p D, 1 , )
Ainsi,ona —= o ||{(2)—=2|| etnon [{(2)——|= o |— |, comme le réclame la question Q26.
q, "7* 4q, .| "7\

Finalement :

On ne peut pas appliquer le résultat de la question Q26 aux suites
(p, )neN* et (g, )HGN# pour conclure sur I’irrationalité de {(2).

Partie B — Calcul d’une intégrale double

I — Une intégrale double

r s

Q29. Soit ye[0,1]. La fonction x> —

N est une fonction rationnelle, donc définie et continue sur [0,1] .
— Xy

e e 1 x .
Ainsi, I’intégrale I . dx existe et donc :

1—xy

dx est bien définie sur [0 1[

1
La fonction f, :y> jo 1x

Q30. Soit ye [0,1[ fixé. Pour tout xe [0,1] , XyE€ [0,1 [ et donc, on peut écrire :

\

r +oo
:zxry (xy) _zyn+s n+r
-0

x"y
— Xy

1

n+s _n+r

Or, pour tout ne N, la fonction @, : x+= y"7x"" est continue sur [0,1] et sup |(pn (x)| =y
[0.1]

xe

n+s
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Comme la série géométrique z y"™ converge (car |y| <1), la série Z(pn converge normalement, et donc

uniformément sur [0,1], et on peut écrire :

ntr+l ]!
0 _.[O(zynﬂ n+rjdx z.[ yn+sxn+rdx zynﬂj- X dx = zyn+s |:x—l:| .

n+r+1 0

r,s

Soit, pour tout ye [O,l [ :

Vl+5

f.(n= Z

—n+r+l1

n+s

Pour tout ne N, la fonction y, : y > — et continue sur [0,1] et pour tout a€ [0,1[,ona:
n+r+
n+S
ap [y, =~ <ar.
ye[0,a] n+r +1

Comme la série géométrique Za" converge (car |a|<1), la série Z\pn converge normalement, et donc
+ oo

uniformément sur [0,a]. On peut donc conclure que f, =Y, est continue sur [0,a]. Ceci étant vrai pour
n=0

tout ae [0,1[ :

/., est continue sur UQG[OI[[O,a] =[0,1].

De plus, pour tout re [0,1 [ , ¥, est continue sur [O,t] et Z\pn converge uniformément sur [O,I] , donc :

fﬁmOyI(waJ@ I RACTES ol Z{ e ]

(n+r+D(n+s+1)
Soit, pour tout € [0,1] :

n+r +1

+ o0 n+s+1

[ fay=3 t

o m+r+D(n+s+1)

n+s+l1

t

Q32. Pour tout ne N, la fonction 6, :f > est continue sur [0,1] et:
(n+r+D(n+s+1)
1
<o) (n+r+1)(n+s+1)'
1 1
Comme ~ — et la série de Riemann converge
(n+r+D)(n+s+1)r>+=n ref0.1]

par comparaison de séries a termes positifs. Ainsi, la série de fonctions ZGn converge normalement, donc

+ o0
uniformément sur [0,1], donc ZGH est continue sur [0,1], d’ot
n=0

+ 00 n+s+1
t

my =lim Zem Zem Z

== (n+r+)(n+s+1) -1t (n+r+1)(n+s+1)
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Autrement dit :

.t o 1
lim [ f,,(dy=)

o n+r+D)(n+s+1)

IT — Une écriture sous forme de quotient
Q33. Pour tout ne N :

1 ( 1 3 1 j_ I (n+r+)—-(n+s+1) 1 r—s
r—s (m+r+D(n+s+1) r—sm+r+Dn+s+1)’

r—=s\n+s+1 n+r+1

Donc, on a bien pour tout ne N :

1 _ 1( 11 j
(n+r+D(n+s+1) r—-s\n+s+1 n+r+l

Q34.0na:

i _+*1(1_1j:1§(1_1)

:O(n+r+1)(n+s+1) —r—s\n+s+1 n+r+1) r—sim\n+s+1 n+r+l

Pour tout Ne N, en réindexant (en posant k=n+s+1 dans la premicre somme et k=n+r+1 dans la

seconde), on obtient :
N 1 1 N 1 N 1 N+5+11 N+r+11
,,Z_;‘(n+s+l n+r+1j_,§;n+s+l “arr+l Sk k:zmk'

Et en prenant N > r—s, on peut écrire :

N 1 1 r 1 N+s+1 1 N+s+1 1 N+r+l r 1 N+r+l 1
- =) —4+ ) —— > —— —= ) —= —.

n+s +1 n+r +1 k=N+s+2 k=N+s+2 k
Et:
_ N+r+l N+r+l N+r+l _
_r=s 1 . 1 1 __r=s
N+r+l (v N+r+l vk v N+s+2 N+s+2
r—s r—s N+r+l
Comme lim —— = lim ———=0,ona lim z — =0 d’apres le théoreme des gendarmes, d’ou :
Nowe N ptl  Noteo Nos+2 Nt o= ok
+ N r
1 1 . 1 1 1
z - = lim z - = —.
—\n+s+1 n+r+l1) Nor==\n+s+1 n+r+l1) Sk
Finalement, on a bien :
R R
Jr,s - -
r—=38 k=s+1 k

Q34. On procede comme dans la question Q27. Avec d, = PPCM (1, 2, ..., r), ona kld, pour tout ke [[1,r]],

donc on peut poser §, = %e N pour tout k€ [[L,r] (y compris r—se[1,r]). Alors :

67’ S
Trs _d_,k md Z OB

k s+1
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Etenposant p, = > 8_8,eN et g, =d’eN, onabien:

k=s+1
JV,S :ﬁ
qr,x
Q36. Pour tout € N', on a en réindexant et avec r>1 :
+ oo 1 + o0 1 + o0 r
J = = _ = _ J—
oS+’ SLE ;kz =k’
Soit :
“ 1
J, =L2)-Y—
ok
Enfin, J, = i z ! , soit :
Y= (n+1)? * k2
0.0 — C(Z)

Partie C — Une démonstration de P’irrationalité de {(2)

Q37. Soit ne N". Pour tout xe [0,1] :

g, ()= x"(1-x)" =x"k"0(,’j)<— o :k"ZO(— 1 (Z)x"”‘ |

Donc :

_i (n) _i C LA R _ k
f;(x)_n!gn (x)_n!;( 1) (k)(n+k)(n+k 1)..(k+1)x

R () e )

k=0

Comme (—1)”(3)( ) D" ( );tO et (=1 ( )(nzk)eZ pourtoutke[[O,n]]:

P, est bien une fonction polynomiale sur [0,1] de degré n et a coefficients dans Z .

Q38. Soit ne N". Pout tous X, yE [0,1] :

A=y)"F,(x) =P x)(1-y)" = (z a,er(ibxysj = D, abx'y'

r=0 0<r,s<n

Donc, pout tout 7€ [0,1] :

I(J’ a- )’) P(X) jdy:.[oz('[oll_lxy z arbxx’y‘dedy

:I {quabj Py I(Iol );Cydedy

dxjdy—
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1 1 r.,s
Donc, avec .[0 J.O 1x Y dxdy=J, pourtous r,s€ N :
—Xy

_ a- y)P(X) _ Xy _
I, 11_r)r11 U x |dy = 0<;<nablrl£1} . j“l—xydx dy = Z ablJ, .

0<r,s<n

Et ainsi :

I = z arst”+Za, o,

0<r,s<n
r#s

Q39. Remarquons que pour tous r,s€ N :

o o {
=D => =J,,.

s (n+r+1)(n+s+1) mmts+Dh(n+r+l)

= Lot avec p.,eNetqg, =d’eN.

qx,r

Alors, d’apres la question Q35,onaquand s>r, J =J

s,r

r,s
2

.
Donc, pour tous r,se N telsque r#s,ona J, = avec o, € N,

max(r,s)
s : : -1 _B .
De plus, d’apres la question Q27, pour tout re N , on a ZP = d’2 avec B,e N .
k=1 r

Enfin, d’apres la question Q36, J,, ={(2) et pour tout re N, ona J, ={(2)— Z%
k=1

Soit alors ne N* .

Pour tout ke [[L,n], d, =PPCM (1,2,...,k) donc d, =PPCM (d,,k+1,...,n) et ainsi, d, |d,, donc on peut

2

L=y GN*,SOit—ZY—k avec Y. € N'. On a alors :
k d2 d k

2

k k n
In = z arbv‘]r K +zar rY or,r = z arbv‘]r K +zar rYor,r +a()b0‘]0,0
0<r,s<n 0<r,s<n
-1

=2 q +Za [c<2>—2—2j+a0boc<2>
OS';S:” mdx(r s k=1 k

= > ab —~ Zn:arbr (Zk—lzj+ zn:a,brc(z) +a,b,8(2)
0<r,s<n max(r,s) r=1 k=1 r=1

r#s

- Z ab, —=
0<r,s<n d
r#s

—Za b, 5; (Zn:a,b,jc(z)

rs)

2

_ za, 'Ymdxrv ros Zab 'YB (za jc(z)

= % Z arbslylflax(r,s)ar,s - Zn: arbr’YrZBr + (dnz Zn: arbr j C(Z)
n r=1 r=0

0<r,s<n
r#s
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Alors, one posant p, = Z ab. ymax rs —Zarb,yf B, et g, = dearbr ,ona p ,q,€Z (comme somme
r=1 r=0

0<r,s<n
r#s

d’entiers relatifs) et :

[ =P +q,0(2)
n d2

Q40. Soit ne N".

P (x) P (x)

1 est une fonction rationnelle définie, donc continue
— Xy

——~dx est bien défini (x —

Pour tout ye |0,1], .[

sur [0,1])et :

r £ dx L b g (x)dx.

0]l—xy n!’01—xy

Prouvons alors par récurrence finie sur k£ que pour tout k € [[O,n]] :

— k!
[BO gl CO Lot
01—xy n! O (1—xy)*"

P - »°0! :
e dx = =0 J.l ! — """ (x)dx d’apres ce que I'on vient
01-xy nl 0 (1—xy)”

de voir, donc la propriété est vraie au rang k =0.

Initialisation : Pour k=0, on a bien J.

Hérédité : Supposons la propriété vraie a un rang k € [[0, n —1]] (possible car ne N', donc n>1).
On a alors par hypothese de récurrence et en intégrant par parties :

[[BE 4, CIIK
0]1—xy n!

GRIN3 1 e 1_ (D) an
n! [|:(1_xy)k+1 8 (.X):|0 IO( (l_xy)k+2 ]g,, (x)dXJ

(87D 0}(— WUk
((l—y)k+l & O n! h (1= xy)"

Or, si ke [0,n—1], on a n—k—1€[[0,n—1] et comme O et 1 sont racines de multiplicité n de la

! 1 (n=k)
x)dx
e

gin—(kﬂ)) (X) dx

fonction polynomiale g, : x> x"(1-x)",ona g" " (1)=g"*"(0)=0.D’ou:

IIPH(X) =" Y k+D!

1 (n=(k+1)
x)dx.
T pr joa_xy)mg" (x)

Et la propriété est vraie au rang k +1.

Finalement, la propriété est initialisée et héréditaire, donc vraie pour tout k € [[0, n]] . En particulier pour k =n :

A G T (n=n) g,(x)
.[ol_xydx n! J.O(l—x )"+1g () dx=(= )’ J.O(l )n+1dx

Soit :

J-P(x) )J-x(l x)

0 1 x n+l
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Pour y=0,o0ona:

IIP(X)d J-P(x)dx——j g<">(x)dx—i‘[g’§"—l>(x)];

0]—xy
(=D (1Y _ o (=D _
n! n! 0
Ainsi :
. > ( x (1— x)" - _
La relation J.O - )" I Y o ———dx reste vraie pour y=0.
Q41. Pour tout ne N et tout ye [0,1], j P(x) y)" Ioz(l .X;)H dx , donc pour tout 7€ [0,1] :

(e joifo-is Jd ~h{rren T

1x"( 1 "
= .[ U L (1)?x)y})§“ Y dxjdy

Et en passant & la limite quand ¢ — 1 (qui existe par définition de 1), on obtient pour tout ne N :

I, =(- 1).[J.1x(1 2 y(l y)ndxdy

n+1

Q42. Soit ne N".
xn (l_x)n yn (l_y)n
(1_w)n+l
jlx”(l—x)”y”(l—y)” dr>0
0 (1_ xy)n+l :
xn (l_x)n yn (l_y)n
(1_w)n+l

Il A=y A=)
0 (1_xy)n+l :

Pour tout ye |0,1[, la fonction x > est continue, non nulle et positive sur [0,1], donc :

est nulle, donc :

Pour y=0 ou 1, la fonction x>

x"(1=x)"y"d-y)"
(1_xy)n+l

””‘(l x)nyn(l W irdy>0.

n+1

Ainsi, la fonction y > .[ dx est continue (admis), non nulle et positive sur [0,1] et donc

. . . *
Ainsi, on a bien pour tout ne N :
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2

x(I=x)y(1-y) _ y(l—y)x —x
— xy—1

Q43. Pour tout ye ]0,1[, considérons la fonction ¥ : x >

Cette fonction est définie et rationnelle, donc dérivable sur [0,1], et pour tout xe [0,1] :

N -y yx? 2x+1: - (1-x)°=x*A-y)
()= y( )—( D y(d=y) =1’

1- NIE
= Y1 )Y (111 y)

(xy=1)?

:M(H\/ﬂ)(ﬁ—x}

(xy—1)

I—x+xy1-
Comme y(1- y) Y2 (1+,f1=y) >0, ¥'(x) est du signe de L .
(xy—1) 1+4/1-y

Comme 1<1+4/1-y<2, on a 1;6 ]O 1[ donc W' s’annule et change de signe en (en

1
-y = 7 1+41-y

passant de positif en x =0 a négatifen x=1).

Ainsi, W est croissante sur l:O } et décroissante sur l: l:l. Enfin, comme ¥ (0)=%¥(1)=0,

1 1
e fl—y T+/1-y’

) 1 ..
¥ est maximale en ———— et ainsi, pour tout x& [0,1] et tout ye 0,1] :

I+41-y
1
Y)W —————|.
0 (1+\/1—yJ

y(=y)
( 1 ]1+ y( 1+\/ J -y ya-y) _ y(-y)
1+4/1- Tlafl—y Jimy+i-y 1+ 1=
1+\/_ ( y)

Posons t =+/1-y€]0,1[.Onaalors y=1-¢" et:
ya-y) _d=)* _ d-pr

(1+\/E)2_ A+1)° 1+t

Ona:

La fonction ®:¢ +—

(11_f)l est définie et rationnelle, donc dérivable sur [0,1], de derivée @':7 > 2t 1(1 t )tz
+t -

1+\/§
2

_16]0,1[ et —

Le trindbme 1—7—¢> a pour racines <0. II est positif entre ses racines, donc ®' est

positive sur {0,%} et négative sur { >l ,1} . Alors, ® est croissante sur {0,%} et décroissante sur

[

5 ,1} .Comme O(0)=01)=0, ® est maximale en

—1 et pour tout 7€ [0,1], ®(t)<®(\/_ 1]
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Ainsi, pour tout xe [0,1] et tout ye ]0,1] :

x(=0)y(-y) __ y(-y) S®(\/§—1J:5\/§—11_
1—xy (1+\/E)2 2 2

Notons que pour y=0 et tout xe [0, 1] , 'inégalité ci-dessus reste vraie car le membre de gauche est alors nul.

Ainsi, pour tout xe [0,1] et tout ye[0,1] :

x(1-x)y(i-y)  5V5-11

0< <
1—xy 2

Remarquons préalablement que .[ 01 J-; —1xy dxdy=1J,,=C(2).

Pour tout ne N :

" (1=x)"y" (1= y)" 1 x(1- x)y(l ») 1
” e dx dy ”[ j 1_xydxdy.

Et pour tout 7€ [0,1[ et tout (x,y)e [0,1]x[0,7],ona 1-xy>0 et:

Os(x(l—x)y(l—y)jn 1 S(sﬁ—uj : 1

_-x)] ’

1—xy 1—xy 2
Donc :
Il x(1-x)yd-y)) 1 dx<jl 505-11) 1 s 5511 "Il L
0 1—-xy l-xy ol 2 l-xy 2 0l—xy
Puis :

i x(1=x)yd-y) 1 5511 1 5U5-11) et 1
] s

Et en passant a la limite quand # — 1 (les deux membres en ont une, on obtient :

Hl x1=x)yd-y)) 1 dxdyﬁjljl sVs-11) 1 dxdy = 5J5-11 Hl 1 dxdy.
0 I—xy I-xy 070 2 I-xy 2 070]—xy
Soit pour tout ne N :
[5\/_ 11}
D’apres la question Q39, on obtient :

<€(2)(5f 11] o n{sﬁ—n} |
2
Or, avec le résultat admis au début de ce probleme (d, <3" pour tout ne N ), on peut écrire :

<t@(3') (@J .

p, +C(2)gq,
d 2

P, +C(2)q,
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Soit, pour tout ne N :

P, +02)q,|<CQ) (9@]

Q44.0na:
5J5-11 5vV5-11>0 55 >11
0<9—«<1 & = )
9(5\/5—11)<2 4545 <101
Or:
(5\/3)2 =25=125>121=11*

2
2
(455) =(%) ><%=@=10125<10201=10000+200+1=(100+1)2=1012

Donc, on a bien 5\/§ >11 et 45\/5 <101, soit :

0<9@<1

Q45. Comme 0< 9# <

I, lim {(2) (9@} =0, donc avec I'inégalité de la question Q43 et le

n—>+oo

théoréeme des gendarmes, on obtient :
lim (p,+8(2)q,)=0.

Supposons alors que {(2) est un nombre rationnel.
1l existe donc p,ge NxN" tels que {(2)=2.

q
On a alors :

lim (pn+£qnj=0 & lim (gp, + pg,)=0.
q n—>+o

n—>+oo

Or, pour tout ne N, gp, + pq, est entier relatif, donc, comme dans la question Q26, la suite d’entiers

(gp, + pq, )neN* , qui converge vers 0, est nulle a partir d’un certain rang.

Ainsi, il existe Ne N’ tel que gp, + pq, =0, et :

_ Py +82ay _apy+ray _,

I
" dy qd,

Ceci contredit le résultat de la question Q42, donc est absurde et ainsi :

{(2) est un nombre irrationnel.




